;QUE SON LOS NUMEROS
REALES?
PARTE IV

ESTEBAN MARTINEZ VANO

19 de octubre de 2026

INDICE

11. Ordenando, que es gerundio..............ooiiiiiiiiiiiiiiiiiiii i 2
12. Sumemos, que es subjuntivo .............. ..o 6
PREFACIO

Ya tenemos nuestro conjunto de nameros reales, ahora solo nos falta convertirlo en
un cuerpo ordenado Dedekind-completo. En esta entrada lo dotaremos de estructura
de grupo ordenado Dedekind-completo y dejaremos el producto para nuestra tltima
leccién.

Por si sois nuevos por aqui, esta es la cuarta entrada de un pequefio curso a través del cual
descubriremos juntos qué son los ntimeros reales. El ptblico objetivo para este curso son
estudiantes de bachillerato especialmente interesados en las matematicas o estudiantes
de primer curso en grados como matematicas, fisica, estadistica o ingenieria. Esto lo
digo porque asumiremos un conocimiento minimo de matematicas, pero realmente
cualquiera con interés puede seguirlo y utilizar los comentarios de las entradas o el
correo de contacto de la web para preguntarme cualquier duda. Es decir, si de verdad
os interesa el tema, os animo a seguir el curso aunque no encajéis en el perfil anterior y
a preguntar todo lo que querdis sin miedo alguno.

Dicho todo esto, jqué comiencen las mateméticas!
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11 ORDENANDO, QUE ES GERUNDIO

Para definir la suma y el producto en R sudaremos un poco, pero definir un orden en el
conjunto de nimeros decimales ID es tan sencillo como saber buscar en el diccionario.
Sé que algunos estaréis pensando que he utilizado una analogia muy rara para sefialar
la sencillez de algo, pero es que no es una analogia, realmente el orden que vamos a
definir en ID es el mismo que el que utilizan los diccionarios.

Definicién 11.1. Dados dos ntiimeros decimales x e y diremos que x es estrictamente
menor que Y, lo que representaremos como x < Y, si existe un natural N € N tal que
XN <YN Y Xn = Yn paracadan < N.

Aungque la definicién! pueda parecer complicada, insisto en que Gnicamente estamos
ordenando los nimeros decimales como lo hariamos en un diccionario, «de forma
alfabética». En efecto, dados dos nimeros decimales distintos x e y comparamos x( e
Yo. Si xp < Yo, entonces decimos que x < Yy, si Yo < xo entonces decimos que y < x,
mientras quesixp = Yo, lo que hacemos es pasar a comprar x| eyj y repetimos el mismo
procedimiento. Podrfamos decir que los niimeros decimales forman un diccionario
cuyas palabras tienen infinitas letras.

Volviendo la vista a la secundaria, esta no es ni mas ni menos que la forma en la que nos
ensefiaron a ordenar los ntimeros decimales, por lo que de momento no hemos visto
nada nuevo. Sin embargo, ahora sabemos qué entienden los matematicos por «orden»
(recordad la Definicién 2.1), con lo que podemos asegurar que la relacién que hemos
dado es realmente una relacién de orden estricto:

Lema 11.2. La relacién dada en la Definicion 11.1 es una relacion de orden estricto total en ID.

Demostracion. Para ver que es una relacién de orden estricto debemos ver que es irrefle-
xiva y transitiva. Comencemos con la irreflexividad.

Supongamos, por reduccién al absurdo, que existe un niimero decimal x cumpliendo
que x < x. Por definicién esto implica que existe un ntimero natural N tal que xy < XN
y esto es claramente una contradiccién.

Respecto a la transitividad, sean x,y, z nimeros decimales tales que x <yey < z,y
veamos que x < z. Por definicién, existen dos naturales N7, N; tales que xn, < Yn;,
mientras que xn = Yn sin < Ny, eyn, < zn, siendo yn = zn sin < N;. Tomando
entonces N = min{N, N} tenemos que:

= SiNj <Ny, entonces N =N7y

XN =XN; <YN; € ZN; = ZN-
Ademds, sin < N, entonces también n < N; y tenemos que xn =Yn = zZn.
= Si N < Ny se prueba de forma andloga que xN < zN YV que X = zn sin < N.
Vemos que en cualquier caso se cumple que x < z tal y como queriamos ver.

Finalmente, para ver que este orden es total debemos probar que si x e y son dos
nimeros decimales distintos, entonces x < y oy < x. Para ello, basta observar que
como x # Yy, existe el menor ntiimero natural N tal que xN # Y, con lo que o bien
xN < YN, lo que implica que x <y, o bien yn < xN;, lo que implica que y < x. [

Este lema nos permite afirmar que, en particular, R es un conjunto totalmente ordenado.
Miés atin, ahora podemos ver que la aplicacién j : Q — Q que definimos en la entrada
anterior no solo nos permite identificar de forma biunivoca los ndmeros racionales con
los ntimeros decimales periédicos no médximos, sino que ademas respeta el orden.

1 Quienes estéis mas familiarizados con los niimeros decimales podriais encontrar este orden «extrafio», pues
distingue entre parejas de decimales equivalentes. Sin embargo, en el Lema 11.5 demostraremos que esta
distincién no supone ningtn tipo de problema una vez restrinjamos el orden a los ntimeros reales.
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Proposicién 11.3. La aplicacion j : Q — Q respeta el orden, es decir, dados dos niimeros
racionales p, q se cumple que
P < qsi, ysolosi, j(p) <jlq). )

En otras palabras, j es un isomorfismo entre conjuntos ordenados.

Demostracion. Seanp, q € Q tales que p < q y denotemos por x :=j(p) ey :=j(q).

Como j esinyectivay p # q, tenemos que x # Y, luego existe el menor natural N tal que
XN 7 YnN. Para probar entonces que x < y basta con demostrar que xN < yn;, luego
supongamos, por reduccién al absurdo, que yn < xnN-

Como x representa a p ey representa a g, sabemos que lim s, =p ylimt,, = q, donde

XK
k

‘ =
2l

i

Ahora bien, como xx = Yy para cada k < N, es claro que s, = tn paracadan < N.
Ademas, es también claro que al ser yn < xN se cumple que tny < s, ysiesn > N
usando el Lema 7.4 obtenemos que

n

th =tno1 + ;JONN + yoi <taog + 10N + Z
k=N+1 k= N+1
yn 1 1 yn 41
=tn_ _— tNno <t
N=1F 90N T 70N ~ qom < IN-1 T TN N‘+10N

XN
=SN—-11+ 7 = SN < Sn.
N—1 10N N X on

En definitiva, tenemos que tn < sn para cada n € N y el Teorema 4.18 nos asegura
entonces que q = limt,, < limsy =P, lo cual contradice el hecho de que p < q.

Concluimos entonces que, en efecto, xN < yn y con ello j(p) < j(q).

Para probar el reciproco basta ver que si q < p, entonces j(q) = j(p) (¢por qué?), pero
esto es inmediato por la parte que ya hemos visto. n

Aunque no lo parezca este resultado es muy importante. Nos dice que el orden usual
que tenemos entre los niimeros racionales y el orden que hemos definido en D, en
concreto en @, son esencialmente el mismo. Pensad el desastre que seria si, por ejemplo,
resultara que 0.5000--- < 0.333---, cuando los ntimeros racionales que representan,
% y % respectivamente, cumplen justo la desigualdad contraria. Si esto ocurriera no
podriamos decir que @ representa al conjunto de los ntimeros racionales en IR, pues el
orden entre ambos conjuntos no seria compatible.

Otra propiedad importante que también podemos demostrar ahora sobre los ndmeros
reales es su densidad, pero podemos decir atin més, pues resulta que Q es denso en R.

Teorema 11.4. El conjunto de niimeros decimales periddicos no maximos @ es denso en R, es
decir, dados dos niimeros decimales x < z, existeuny € Q tal quex <y < z.

Demostracion. Como x < z, existe cierto natural N € IN tal que xNy < zN ¥ Xn = zZn
para cada n < N. Ademads, como x € R no puede ser un niimero decimal maximo, con
lo que existe cierto M > N tal que xp # 9. Podemos definir entonces y € @ como

Xn si n<N
Yni=¢ ¢ si N<n<M
0 si n>M

yes claro quex <y < z. n
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El siguiente lema nos ser4 ttil mas adelante, pero ahora mismo nos muestra que ID no es
denso con el orden que hemos definido y nos da otra justificacién sobre por qué hemos
eliminado los ndmeros decimales méximos al definir los ndmeros reales.

Lema 11.5. Sean x,y € ID niimeros decimales equivalentes con x mdximo ey exacto. Entonces
X <Y y no existe ningtin niimero decimal z tal que x < z < y.

Demostracion. En primer lugar, como x e Y son equivalentes y x es méximo, si denotamos
por m := ng(x) tenemos que

Xn si n<m
Yn =1 Xn+1 si n=m
0 si n>m

Esto muestra que, claramente, x < y.

Por otra parte, supongamos, por reduccién al absurdo, que existe cierto z € ID tal que
x < z < y. Como xn, = yYyn, para cada n < m, claramente debe ser z, = x, para cada
n < m (;por qué?). Ademads, como x < zlo anterior también implica que X < zm. De
igual modo, como z < Y y zn = yYn para cada n < m, tenemos que z;, < Ym, luego
Xm < Zm < Xm + 1y se nos plantean tinicamente dos opciones, o bien z;, = Xm, 0
bien z;n, =xm + 1.

Si se da la primera opcién, es decir, si zi, = X, entonces tenemos que z, = X, para
cadan < myzn < 9 = xn para cadan > m, pero esto contradice que x < z. Por otro
lado, si se da la segunda opcién, es decir, si z; = Xm + 1, entonces entonces tenemos
que zn = Yn paracadan < meyn =0 < z,, para cada n > m, pero esto contradice
quez <.

En cualquier caso tenemos una contradiccién, lo que demuestra que, tal y como queria-
mos ver, no existe ningtin nimero decimal z tal que x < z < y. [ |

Observad que este lema también nos dice que para cada pareja de decimales equivalen-
tes tanto da tomar como ntimero real el méximo o el exacto, porque al no existir ningtn
nimero decimal entre ambos, los dos se comparan igual con cualquier otro ntimero
decimal. Como ya os comenté, la razén para haber elegido los decimales exactos en
lugar de los méximos es que resulta mas cémodo trabajar con los primeros.

A pesar de este «defecto» en el orden de D, resulta que si es Dedekind-completo:

Lema 11.6. Todo conjunto no vacio y acotado superiormente de ID tiene supremo en ID.

Demostracion. Sea A C ID un subconjunto no vacio y acotado superiormente por cierto
x € D, y definamos el conjunto”

Ao = {ao a €A},

es decir, el conjunto formado por los primeros términos de cada elemento de A. Como
x es cota superior de A, dado cualquier a € A se cumple que ap = Xp 0 ap < Xo,
luego x¢ es cota superior de Ag. Al ser Ay un conjunto de ntimeros enteros acotado
superiormente podemos concluir que existe su méaximo (;por qué?), el cual denotaremos
poryo.

Observemos entonces quesia,b € A, ap =yo y by # Yo, entonces by < yp, conlo que
b < a. Como estamos buscando el supremo de A, esto nos dice que podemos obviar
cualquier elemento de A cuyo primer término no sea igual a Yo, luego tiene sentido
definir el conjunto

Apg:={a€eA:ay=yok

2 Siendo mas formales, este conjunto se define como

No:={m€Z:3a € Atalquem = ap}.

4



ORDENANDO, QUE ES GERUNDIO |

Como este conjunto no es vacio (;por qué?), podemos repetir otra vez la misma historia
y definir

A= {a1 rac Ao},
y como todos sus elementos son enteros entre 0 y 9, existe su méximo yj.

Como antes, observamos que si a,b € Ap, a1 =yj y by # yj, entonces b < a, lo que
nuevamente nos dice que podemos considerar tinicamente los elementos de Ay tales
que aj = Y7, con lo que tiene sentido definir

Ar={acAo:ar =yif={acArao=yoyar =yi}
el conjunto de enteros entre 0 y 9 no vacio
Ny ={az:a €A}

y su maximo y;.

En general, podemos continuar el proceso anterior indefinidamente, lo que formalmente
se traduce en la definicién recursiva donde

No={ap:ae A},
Yo = max Ayp,
Ao ={a€A:ap=yo),

y paracadan > 0

/\n+] = {an+] rae An},
Ynt1 =max Ay,

Ant1 ={a € An:@ni1 =Yni1h
Una simple induccién muestra que Ay, y A, son no vacios para cadan € IN y que
An ={a€A:ayx =yg paracadak < n}. (2)

Ademds, es claro que la sucesién y = {yn}_, es un nimero decimal, con lo que
tnicamente resta ver que es el supremo de A.

Comencemos viendo que Y es cota superior de A, es decir, que dado a € A se cumple
quea =vy.

Si a =y no tenemos nada que probar, con lo que supongamos que a # y. En este caso
existe el minimo ntimero natural N tal que an # YN v tenemos dos opciones:

= Si N =0, la definicién de yp nos da que ap < Yo, luego que a < y.

= Si N > 0, entonces por la definicién de N se tiene que a, = yn para cada
n < N —1,luego por (2) sabemos que a € An_1. Asi, comoyn = max{an : a €
AN-_1]}, obtenemos que an < yn v al ser distintos que an < yn. Esto prueba
que a < y.

En cualquier caso obtenemos que a <y que es justo lo que buscabamos.

Finalmente veamos que y es la menor de las cotas superiores, es decir, que siz € D es
otra cota superior de A, entonces Yy < z.

Como z es cota superior de A, siguiendo lo visto al comienzo de la prueba obtenemos
que ap < zp para cada a € A, con lo que en particular yo < zp. Asi, si yo < z¢
obtenemos directamente que Yy < z, mientras que si Yo = z¢, entonces existe el minimo
nuimero natural N > 1 tal que yn # zn. Ahora, como Ay es no vacio podemos elegir
un elemento suyo b, que por (2) cumplird que by, = yn, paracadan < N.Como ademds
Yn = zn paracadan < N, obtenemos que b, =z, paracadan < N,ycomob € Ayz
es cota superior de este conjunto, concluimos que yn = by < zn. Como Yy y zn son
distintos, podemos asegurar que yn < zn y con ello que y < z, tal y como queriamos
demostrar. |
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Es posible que algunos penséis que este lema también prueba que R es Dedekind-
completo, pero no os apresuréis. Que un conjunto sea Dedekind-completo para un
cierto orden, no significa que todos sus subconjuntos lo sean. Sin ir més lejos, hemos
visto que ID es Dedekind-completo, pero @ no lo es (;por qué?). Por suerte para nosotros,
R si es Dedekind-completo y no necesitamos tirar a la basura las tres entradas anteriores.

Teorema11.7. El conjunto R de los niimeros reales es un conjunto ordenado Dedekind-completo.

Demostracion. Dado A un subconjunto no vacio y acotado superiormente de IR, el Lema
11.6 nos asegura que tiene supremo en D, es decir, que existe un x € ID el cual es la
menor cota superior de A. Si x € IR, entonces sera el supremo de A en R (;por qué?),
luego supongamos que x ¢ R.

Por definicién, esto quiere decir que x es un nimero decimal maximo y podemos
considerar el tnico ntimero decimal exacto y € R que es equivalente a x. Usando
entonces el Lema 11.5 obtenemos que y es el supremo de A.

En efecto, dicho lema nos dice que x < Yy y, como x es cota superior de A, claramente
también lo es y. Ademas, si z € IR es una cota superior de A, tenemos que x < z (no
puede ocurrir que x = z ya que X € R) y el Lema 11.5 nos muestra que no es posible
que se cumpla la desigualdad z < y, luego la totalidad del orden (Lema 11.2) implica
que y =X z que es justo lo que queriamos demostrar. |

12 SUMEMOS, QUE ES SUBJUNTIVO

Ya estamos cerca, que nadie se baje del barco ahora. Hemos dado un paso muy importan-
te en nuestro camino hacia la construcciéon de un cuerpo ordenado Dedekind-completo,
pues ya hemos construido dos de estas tres palabras. Nos falta el cuerpo.

Como a nosotros, a Neil deGrasse Tyson le falta el cuerpo.

Es decir, nos falta definir una suma y un producto en R que cumplan todas las propie-
dades usuales que nos ensefiaron en el colegio. Del producto nos encargaremos en la
siguiente (y tltima) entrada, pero la suma podemos atacarla ya.

Antes de comenzar con la construccién de la suma, quiero enfatizar algo sobre esta
seccién. A continuacién veremos algunas demostraciones algo técnicas, pero quiero que
mientras las leéis vayais reproduciéndolas en un papel a través de ejemplos concretos.
¢Por qué os pido esto? Pues porque, aunque ciertamente algunas demostraciones se
vuelven técnicas al formalizar el caso general, realmente todas ellas son bastante obvias
si uno parte de ejemplos concretos.
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Ahora si, volviendo a la suma, una posible idea seria disefiar un algoritmo parecido
al que nos ensefiaron en el instituto para sumar ntiimeros decimales exactos, pero que
abarque la totalidad de los ntimeros decimales (no maximos). Aunque esto es posible (lo
veremos en la siguiente entrada), creo que resulta bastante engorroso porque hay que
tener en cuenta que podemos «llevarnos una» infinitas veces, por lo que buscaremos
otro enfoque.

Tal y como ocurria con el orden, queremos que la suma en Q también sea compatible con
la suma que definamos en @, es decir, si denotamos esta posible suma por &, queremos
que dados dos ntimeros racionales p, q se cumpla que

ip+4q)=ilp)®ilq). 3)

Vale, atin no sabemos como definir &, pero como si o si tiene que cumplir la igualdad
anterior... ;Y si simplemente forzamos una definicién que la cumpla? Observad que
si llamamos x = j(p) e y = j(q), podemos despejar p y q obteniendo p = j~'(x) y
q =j~"(y), es decir, los ntimeros racionales que representan x e y, con lo que podemos
transformar la igualdad anterior en

x@y=iP)@ila) =ip+a) =i~ &+ v),

y leyendo tnicamente el principio y el final de la cadena de igualdades anterior obser-
vamos que todo queda expresado tinicamente en términos de x e y.

Es decir, si definimos para cada x,y € Q la suma

xoy=i (i x+ W),

donde fijaos que x &y es también un elemento de @, entonces es inmediato comprobar
que j cumple (3) para todo par de niimeros racionales.

Pongamos un ejemplo para que nadie se pierda.

Imaginad que queremos sumar los nimeros decimales periédicos no méximos x =
—54.147252525--- ey = 17.11221122 . - -, ;c6mo lo hacemos? El primer paso es hallar
i71(x) y i~ (y), es decir, los racionales a los que representan x e y. Siguiendo lo visto
en la Seccién 9 (o las recetas mdgicas del instituto, si atin no la habéis leido) sabemos

que
14725 — 147 2665711

1
IO = o T T 49500
Y L, 17N22-17 5185
W) =550 = 303"
Tenemos entonces que
)y 183634311
4999500

con lo que

L . . 183684311

Con esta nueva operacién, podemos demostrar ficilmente que Q es un grupo ordenado.
Proposicién 12.1. El conjunto Q de niimeros decimales periédicos no mdximos es un grupo
ordenado.

En concreto, el elemento neutro es () := 0.000--- y dado x € Q su elemento opuesto, que
denotaremos simplemente por —x, es
i(=570).

7
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Demostracion. La asociatividad y la conmutatividad os las dejo como ejercicio, mientras
que el elemento neutro es, como todos esperdbamos, el nimero decimal () := 0.000- - -.
En efecto, como j~' () = 0, dado x € @ tenemos que

xa0 =i (i +77(0) =i (170 +0) =i (7' ) =x.

Ademas, dado x € @ su elemento opuesto serd

y=i(57"w),
pues
xay=i (i 0+"w) =i (7= ) =j0) = O.

Finalmente, debemos ver que six,y,z € Q@ yx < y, entonces x & z < y & z, es decir, que

(70 +7'@) < (T W+ @)

Como sabemos que j respeta el orden (Proposicién 11.3), lo anterior es equivalente a ver
que
RS BICES R (DES RO

luegoaver quej ' (x) < j~ ' (y). Utilizando de nuevo la Proposicién 11.3, vemos que esta
ultima desigualdad es equivalente a ver que x < y, lo cual es cierto por hipétesis. W

Ya sabemos como sumar ntimeros decimales periédicos no méximos y ademds como
hacerlo de modo que se corresponda de forma biunivoca con la suma usual de los
numeros racionales, ;pero qué ocurre con los ntimeros decimales no periédicos?

La idea que seguiremos sera ver que si x e y son dos ntimeros reales, entonces podemos
«aproximarlos» a través de niimeros decimales periédicos no maximos® "x e "y y, como
estos dltimos si sabemos cémo sumarlos, podemos definir la suma de x e y como el
numero real al que se «aproximan» las sumas ™x @ ™y. De forma un poco mads precisa,
al hablar de «aproximacién» lo que nos gustaria es poder utilizar limites, es decir,
encontrar sucesiones {""x}%°_,, {"y}Y_, de elementos de @ tales que lim™x = x y
lim ™y =y, y definir la suma de x e y como el limite de la suma de estas sucesiones, es
decir, como lim(™x @ ™y). Sin embargo, la definicién que vimos de limite (Definicién
4.10) exigia que nuestro conjunto fuera al menos un grupo ordenado y precisamente
buscamos definir una suma en IR, por lo que si utilizdiramos limites para definir la suma
estariamos ante un nuevo caso de «pescadilla que se muerde la cola». Por suerte, en la
segunda entrada ya vimos un resultado que relacionaba el limite de cierto tipo especial
de sucesiones con un concepto que depende tnicamente del orden, ;lo recordais? Me
refiero al Teorema 4.21, que nos decia que en un grupo ordenado Dedekind-completo
toda sucesion creciente y acotada superiormente converge a su supremo.

Pues bien, como atin no podemos hablar de limites, lo que si podemos hacer es intentar
aproximar cualquier nimero real x como el supremo de alguna sucesién creciente de
elementos de Q:

Lema 12.2. Sea x un niimero real. Entonces, la sucesion {™"x}3y_ y contenida en Q y definida
como
n Xk si k<n
Xk = .
0 si k>n

es creciente y cumple que sup {"x : 1 € IN} = x (donde el supremo lo tomamos en R).

3 Para no confundirnos con los subindices o pensar que hablamos de potencias, denotaremos las sucesiones
de ntimeros reales de la forma {"x}?°_,. Enfatizandolo un poco mas, la sucesién {"x}%°_ estd formada
por nameros decimales, es decir, cada ™x es un elemento de ID y, por tanto, es en si otra sucesién cuyos
elementos representaremos por " xy para evitar cualquier tipo de confusién. Por ejemplo, 4x podria ser el
nimero decimal 14.2017555 - - - y entonces *xo = 14,%x; = 0y 4x4 = 7.
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Antes de ver la demostracién, observad que la definicién de cada ™x es la que todos
esperamos, pues
X =X0.X1X2 + e . Xn—1%n 000 - -,

es decir, "x es el niimero decimal exacto resultante de «eliminar la cola decimal de x».

Demostracién. En primer lugar debemos ver que ™x < ™*1x para cadan € .

n+1 — n+1

Observemos que, por la definicién de ™x y X, tenemos que ™xi = Xk Xk
para cada k < m, mientras que "xn .7 = 0. Por tanto, si xn+1 > 0 tenemos que
"1 < Xng1 = “TTxn41 yesto muestra que x < ™ 1x. Por otra parte, sixn 1 = 0,
entonces "xj = 0 = "*1x, paracadak > n+ 1, lo que implica que ™"x = "*x.

En cualquier caso obtenemos que ™x < ™*1x tal y como querfamos demostrar.

Veamos ahora que x es cota superior del conjunto {"x : n € IN}, es decir, que "x < x
paracadan € IN.

Si "x = x, entonces es claro que ™x =< x, por lo que supongamos que son distintos.
En dicho caso, como ya hemos visto muchas veces, existe el menor natural N tal que
XN # XN Y como Mxy = xi para cada k < n, concluimos que N > n. Esto implica
que "xn = Oy al ser xy > 0 obtenemos que "xn < XN, lo que muestra que ™x < x.

Finalmente, debemos ver que x es la menor de las cotas superiores de {™x : n € IN}.

Sea pues z € R una cota superior de {"x : n € IN} distinta de x y N € IN el menor
natural tal que xy # zn. Tenemos entonces que zy = xx = Nxx paracadak < Ny
N # Nxn, luego como Nx < z, debe ser Nxn < zn, es decir, XN < zn y esto prueba
que x < z como queriamos demostrar. |

Dado un ntimero real x, la sucesion {™x} definida en el lema anterior la denominaremos
aproximacién canénica de x, y gracias a ella podemos definir la suma de dos ntmeros
reales x e Yy, que de momento representaremos como X x Yy, COmo

xxy:=sup{"x®dMy:n e N}k (4)

Si cerrdramos aqui la discusién sobre la definicién de esta suma, sin decir nada mas,
deberiais ir raudos y veloces al botén de contacto de la web y mandarme un correo
(muy enfadados) diciendo que os estoy estafando, porque sin justificacién la definicién
anterior no tiene ningtin sentido. ;Qué quiero decir con esto? Pues que hemos definido
la suma de x e y como el supremo de cierto conjunto, ;pero quién nos asegura que
dicho supremo exista? Por suerte, como ya hemos visto que IR es Dedekind-completo,
Gnicamente necesitamos comprobar que para cualesquiera ntimeros reales x e y el
conjunto {"x @ ™y : n € IN} siempre estd acotado superiormente:

Basta definir x’,y’ € @ tales que xj =xo+ 1,y =yo+1yx, =y, =0sik >0,y
ver que "x @ ™y < x’ @y’ para cadan € IN. Como ya hemos visto que Q es un grupo
ordenado, para ver lo anterior basta con demostrar que "x < x’ e "y < y’, pero esto es
inmediato por la definicién de x’,y’, "x y ™y.

Ahora si, tenemos definida una suma en todo IR, ;pero no os sigue molestando algo?
Si tomamos x,y € Q cual es la suma «buena», ;x &y o x xy? Afortunadamente, no
tenemos que elegir.

Lema 12.3. Six,y € Q, entonces
XOyYy=x*y.

Antes de ver la demostracién, quiero que observéis como en esta utilizaremos el hecho
de que @ es un grupo ordenado para poder utilizar limites y sus propiedades, y asi
ahorrarnos el trabajar directamente con supremos, lo cual es mucho menos intuitivo.

Demostracion. Debemos ver que

x@y=sup{"x@ "My :n N}
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En primer lugar, observemos que por el Lema 12.2 sabemos que ™x < x e "y =< y para
cadan € IN, luego como Q es un grupo ordenado sabemos que "x & "y < x P y.

Hemos demostrado pues que x @y es cota superior del conjunto {"x® ™y :n € N}, y
solo resta probar que es la menor de las cotas superiores, es decir, que si z € R es una
cota superior de dicho conjunto, entonces x &y =< z.

Supongamos, por reduccién al absurdo, que no es asi, es decir, que z < x @ y. Por el
Lema 11.4, sabemos entonces que existe cierto ¢ € @ tal que z < ¢ < x @ y. Ahora
bien, el Lema 12.2 nos asegura que las sucesiones {"x} e {""y} son crecientes y que
x =sup{™x:n € N}ey =sup{™y : n € N}, luego como Q@ es un grupo ordenado, el
Teorema 4.21 nos dice que lim "x = x y lim ™y = y. Usando entonces el Teorema 4.17
(i) tenemos que im(™"x & ™y) = xSy, y como "x "y =< z < c paracadan € IN, el
Teorema 4.18 (ii) nos muestra que x @y =< c, lo cual es la contradiccién buscada. [ |

Como el lema anterior nos asegura que las operaciones @ y * coinciden en @, desde
ahora denotaremos la suma en IR con el stmbolo «®» en lugar de utilizar el stimbolo «x».

Ahora que ya tenemos definida una suma en R y que hemos solucionado todos los
posibles problemas que pudiera tener, estamos casi listos para demostrar que, como
buscdbamos, R es un grupo ordenado Dedekind-completo, pero antes demostraremos
un par de lemas que nos facilitardn mucho las cosas.

En primer lugar, observemos que podemos trabajar con cualquier sucesién creciente a
la hora de calcular la suma, y no tinicamente con las aproximaciones canénicas:

Lema12.4. Seanx,y € Ry {"a}X_, {05y, {50y, (A} sucesiones crecientes de
elementos de @ tales que

x =sup{ta:n € N} =sup{"c:n e N}

y=sup{"b:n e N}=sup{"d:n e N}L

Entonces
sup{ta@"b:neN}=sup{"cd"d:n e N}L

En particular,
xdy=sup{ta®"b:neN}=sup{"cd"d:n N}

Demostracion. Se prueba de forma completamente analoga a lo visto para "x & "y que
los conjuntos {"a@® ™b :n € N}y {"c®™d : n € N} estdn acotados superiormente,
con lo que existe su supremo en IR.

Veamos que
Mad™b <sup{"cd"d:n €N} (5)
para cada m € IN, lo que prueba que
sup{"a®™b:ne N} <sup{"cd"d:n e N}k (6)

Distingamos cuatro casos:
= Existen ciertos M, N € IN tales que Ma =xy Nb =y.
Como May Nb son elementos de @, en particular x,y € Q@ y, como @ es un grupo
ordenado, podemos usar el Teorema 4.21 (i) para obtener que
x =1lim™a =1lim "¢,

y =1lm"b =lim"d.

10
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El Teorema 4.17 (ii) nos dice entonces que x &y = lim(™"a ¢ ™b) = lim("c ¢ ™d),
y como {"a @ "b}y {"c @ ™d} son crecientes y estan acotadas superiormente, el
Teorema 4.21 (ii) nos muestra que
sup{"a®"b:neN}=lm("a®"b) =xdy =lim("cd "d)
=sup{"cd"d:neN}
lo que prueba (6).
= Existe cierto M € N tal que Ma = x y ™b < y paracadan € N.

Dadom € N, comoy =sup{™d:n € N}y ™b <y, existe cierto k € IN tal que
Mp < kd < y. Ademas, como x = Ma € @, utilizando que este tltimo conjunto
es un grupo ordenado obtenemos que*

x®(Mbokd) <x,
luego como x = sup{™c : n € N}, existe cierto p € N tal que
x®(Mbo*d) < Pec<x.
Finalmente, tomando t > max{k, p} tenemos que
MapMb<xa™Mb=xd(Mbokd)a*d <Pcpkd<tcatd
<sup{tc@™d:n e N},
lo que prueba (5).
= Existe cierto N € N tal que Nb =y y ™a < x para cadan € IN.
Se demuestra de forma completamente anéloga al caso anterior.
» "a<xy"™b <yparacadan € IN.
Dado m € NN, existen k,p € N tales que ™a < Pc <xy ™b < kd < Y, luego
tomando t > max{k, p} se tiene que

ma@mb-<pc@kdjtc@tdjsup{“c@“d:nelN},

lo que prueba (5).

Exactamente los mismos argumentos sirven para demostrar la desigualdad contraria a
(6), y esto prueba la igualdad buscada. [

Por otro lado, el Lema 12.2 también nos permite demostrar el siguiente resultado que
muestra que los elementos de @ realmente aproximan tan bien como queramos a cual-
quier nimero real:

Lema 12.5. Sean x, ¢ € R con c positivo, es decir, tal que ¢ > (. Entonces existen a,b € Q
talesquea < x <byboa<c.

Demostracion. Distingamos dos casos en funcién de si x es un decimal exacto o no.

Si x es exacto, entonces x € @ y podemos definir q = j ' (x). Ademas, por la densidad
de @ en R existe cierto d € Q tal que O < d < ¢, y podemos definir ¢ =j~'(d) > 0.
Tomando entonces N € N tal que % < ¢y definiendo

4 Por «©» nos referimos a la resta en @, es decir, dados x, yEeQ
xOy =x®(—y),

donde —y es el opuesto de y tal y como se describe en la Proposicién 12.1.

"
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setienequer < q < Sys—T = % < ¢. Basta entonces tomar a :=j(r) y b :=j(s) y es

claroquea < x < by

boa=baj(57"(@) =baj) =i (i7" ®)+ (=) =i —)
<jle)=d=<c.

Supongamos ahora que x no es un decimal exacto.

Como ¢ > (O tenemos que ¢, > 0 para cadan € N y que existe un M € N tal que
cm > 0. Ademads, como x no es maximo, existe un N > M tal que xn < 9.

Definamos entonces p € @ tal que pp, =0sin # Nypn =1,a:=Nxyb:=Nxap,
que serd un decimal exacto cumpliendo que by, = xpnsin < N, by =xn+ 1y by =0si
n > N (;por qué?). Usando el Lema 12.2 y que x no es exacto obtenemos quea < x < b
yqueboa=p < c(puescn = Oparacadan € Ny pm = 0 < cpm), tal y como
querfamos demostrar. [ |

Ahora ya estamos listos para demostrar que hemos construido nuestro primer grupo
ordenado Dedekind-completo:

Teorema 12.6. El conjunto R de los niimeros reales es un grupo ordenado Dedekind-completo.

Ademds, su elemento neutro es el niimero decimal () := 0.000- - - y dado x € R su elemento
opuesto viene dado por
inf{—"x:n € N},

donde —"x es el elemento opuesto de ™x visto como elemento del grupo ordenado Q.

Demostracion. Ya vimos en el Teorema 11.7 que R es un conjunto ordenado Dedekind-
completo, con lo que tnicamente debemos ver que es un grupo ordenado con la suma
que hemos definido.

Comencemos demostrando la asociatividad, es decir, que dados x,y,z € R se cumple
que
x®(yez)=xoy) bz

Como @ es un grupo ordenado, tenemos que la sucesion {™x @ ™y} es creciente y, por
definicién,
x®y=sup{"x®"y:n e N}L
Usando entonces el Lema 12.4 obtenemos que
(xoy)dz=sup{("xd™y) D "z} @)
Andlogamente, la sucesiéon {™y @ ™z} es creciente e
ydz=sup{"yae"z:ne N},
con lo que el Lema 12.4 nos da nuevamente que
x® (y®z) =sup{"x® ("y®"z)} (8)
Finalmente, de la asociatividad de la suma en @ se tiene que
x@(y@z) =sup{"x@ ("y & "2)} =sup{("x & "y) & "z} = (xDy) Dz,
tal y como queriamos ver.

Veamos ahora la conmutatividad, es decir, que dados x,y € IR se cumple que

XOy=yobx

12
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Esto es inmediato a partir de la conmutatividad de la suma en @, pues esta implica que
" @™y ="y ® "xparacadan € Ny asi

x@©y =sup{"x® "y} =sup{"yo"x} =y ox

Para demostrar ahora que () es el elemento neutro, basta con observar que ") = O
para cada n € IN y recordar que O es el elemento neutro de la suma en Q (ver la
Proposicién 12.1), pues con esto tenemos que para cualquier x € R

x® QO =sup{"x® O} =sup{"x & O} = sup{"x} = x.

Veamos ahora que todo nimero real tiene un opuesto para la suma, es decir, que dado
x € R existe ciertoy € R tal que x @y = . En particular, veamos que esto se cumple
al tomar

y :=inf{—"x:n € N}
donde —™x es el elemento opuesto de ™x visto como elemento del grupo ordenado Q.

En primer lugar, observemos que como la sucesién {™x} es creciente, el hecho de que @
sea un grupo ordenado implica que la sucesién {—"x} es decreciente. Ademas, es facil
ver que estd acotada inferiormente (;por qué?), con lo que al ser R Dedekind-completo
podemos asegurar que y estd bien definido.

Ahora, observemos que "y =y = —"x para cadan € N, luego
ey X xe (") =0.

Como esto es cierto para todo ntimero natural n concluimos que O es cota superior del
conjunto {"x @ "y : n € N}, y tinicamente nos queda ver que es la menor de las cotas
superiores para garantizar que x @y = Q).

Para ver esto, debemos probar que si z € R es tal que z < (), entonces no es cota
superior de {"x ® ™y : n € IN}. Por la densidad de Q en R (Teorema 11.4) existe un
ceQtalquez < c < yporel Lema 12.5 existen a,b € Q talesquea <y < by
be a < —c (siendo —c el opuesto de c en Q). Estas desigualdades junto a la definicion
de y implican que existen n, m € IN tales que

y=<x-"Tx<b,

a<"y =y,

luego tomando k = max{n, m} y recordando que @ es un grupo ordenado
Kxapky="xe™y - -bda-c>z

lo que demuestra que, efectivamente, z no es cota superior de {*x & "y : n € IN}.

Por dltimo, debemos ver que la suma que hemos definido respeta el orden, es decir,
que dados x, Y,z € R tales que x <y, se cumplequex ®z <y @ z.

Para ello observemos que como x < y = sup{™y}, debe existir cierto N € IN tal que
x < Ny, luego tenemos que
"y <x <Ny

para cada n € IN. Usando que Q es un grupo ordenado obtenemos que si n < N,
entonces
ez NxaNz<NyeNz<yaz,

mientras que si n > N, entonces
az<NyaMz<ya"z<yaz
En cualquier caso obtenemos que

"xez<ysdz

13
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para cadan € IN y esto implica que
x@z=sup{"xd"z:neN}<ydz.

Finalmente, observemos que la desigualdad debe ser estricta, puessifuerax®z =y @z,
entonces denotando por w el opuesto de z se tiene que

x=xdz)dow=(ydz)dw=y,

pero hemos partido del supuesto de que x < y. n

Ahora que sabemos que R es un grupo ordenado, el Teorema 4.21 nos da de forma
inmediata que
x @y =lim("x o ™y).

Maés atin, por el Teorema 4.17 (ii) tenemos que si {""a}X_,, {""b}5°_, son dos sucesiones

de ntmeros reales convergentes a x e Yy respectivamente, entonces
x®y =lim(Mad™b),

con lo que no es necesario calcular la suma a partir de las aproximaciones canénicas,
ni siquiera a partir de sucesiones crecientes, sino que podemos utilizar cualesquiera
sucesiones en IR que nos faciliten los célculos.

Con todo lo que hemos visto ya sabemos que en R existe una suma que cumple todo
lo que queremos, pero no queda del todo claro cémo podemos sumar dos nimeros
reales en la préctica. De esto nos ocuparemos en la siguiente y tiltima entrada, y ademaés
también definiremos un producto en R para poder obtener, por fin, nuestro deseado
cuerpo ordenado Dedekind-completo. jNo os la perddis que ya estamos muy cerca de
la meta!
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