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PREFACIO

Continuamos con nuestra travesia sobre los niimeros reales.

Ya mencionamos en la primera entrada que nuestra intencién es construir los ntimeros
reales, es decir, nuestro cuerpo ordenado Dedekind-completo, inspirdndonos en los nt-
meros decimales, pero para ello primero tendremos que aclarar qué significa realmente
esto de los «ntimeros decimales». Por ejemplo, cuando en el instituto nos ensefian que
% =0.3333 - - -, ;qué significan realmente estos puntos suspensivos? Todo esto y mucho
mas lo abordaremos en esta tercera y trepidante leccién sobre los ntimeros reales ;)

Por sisois nuevos por aqui, esta es la tercera entrada de un pequefio curso a través del cual
descubriremos juntos qué son los ntimeros reales. El ptblico objetivo para este curso son
estudiantes de bachillerato especialmente interesados en las matematicas o estudiantes
de primer curso en grados como matematicas, fisica, estadistica o ingenieria. Esto lo
digo porque asumiremos un conocimiento minimo de matematicas, pero realmente
cualquiera con interés puede seguirlo y utilizar los comentarios de las entradas o el
correo de contacto de la web para preguntarme cualquier duda. Es decir, si de verdad
os interesa el tema, os animo a seguir el curso aunque no encajéis en el perfil anterior y
a preguntar todo lo que querdis sin miedo alguno.

Dicho todo esto, jqué comiencen las matemaéticas!
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6 (QUE SIGNIFICAN LOS PUNTOS SUSPENSIVOS?

Si uno recupera sus apuntes de secundaria (si es que no los quemo) y les quita el

polvo, se encontrard con una gran cantidad de (indtiles) ejercicios convirtiendo ntiimeros

racionales en decimales. Es decir, encontrard un montén de ejercicios donde aplicando

unos pasos magicos que ya quisiera Harry Potter, obtiene cosas como que % =0.3333---
1 _ 02 : <

(3 = 0.3 si uno quiere ser mas cool), o que

Ademas, a todos nos ensefiaron también los pasos mégicos para deshacer el hechizo
anterior, es decir, para convertir expresiones como 5.14578 en la fraccién 12248957156. Todo
muy magico, ;pero qué significan realmente esos puntos suspensivos o esa barra encima
de ciertos nimeros? ;De verdad es cosa de magia o simplemente nunca nos lo explicaron
como tocaba?

Como podéis imaginar, la magia no pinta nada aqui, asi que vayamos paso a paso.
Empecemos por lo mds sencillo, por los nimeros que no involucran ningtin tipo de
punto ni simbolo raro. ;Qué nimero estamos representando al escribir 15747 Parece
una pregunta muy tonta, claramente estamos representando el ntimero mil quinientos
setenta y cuatro, pero si nos vamos mas atrds, a la época del cole, y recordamos aquello
de las unidades, decenas, centenas, etc., observaréis que lo que estamos representando
con el nimero 1547 es aquel ntiimero formado por un bloque de 1000, cinco bloques de
100, 4 bloques de 10 y 7 bloques de 1. Matematicamente,

1547 =1000+5-1004+4-10+7-1.

¢Y por qué complicarnos asf la vida? ;A mi qué me importan las decenas o los milla-
res? Pues te importan, porque nos permiten representar cualquier niimero utilizando
tnicamente diez simbolos: 0,1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8 y 9 ;Os imagindis lo que serfa tener que
disefiar un simbolo nuevo para cada ntiimero?

Esto nos lo explicaron a todos en mayor o menor medida, pero por alguna extrafia razén,
al poner el maldito «punto decimal» entran en juego las recetas magicas y desaparecen
las matemaéticas. Veamos un ejemplo. Para expresar el ntiimero 3.1415 como una fraccién
a todos nos ensefiaron que lo que «hay que hacer» es poner en el numerador el mismo
nimero pero sin el punto, es decir, 31415 y en el denominador un uno seguido de
tantos ceros como ntimeros hay después del punto, es decir, 10000. Asi, obtenemos que

_ 31415
3.1415 = 31415,

Volviendo a la sensatez, tal y como hemos visto con el nimero 1547, al escribir 3.1415
lo que estamos diciendo es que nuestro ndmero estd formado por 3 unidades, 1 décima
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de unidad, 4 centésimas de unidad, 1 milésima de unidad y 5 diezmilésimas de unidad,

es decir, que

1 4 1 5
3.1415 =3+ ﬁ + W + 71000 + 410000/
31415

y, como es de esperar, al hacer esta suma obtenemos el niimero racional 10000 -

(I

Representacién gréfica del ntiimero decimal 3.1415.

Fijaos que esto explica por qué funciona el método anterior. Si expresamos cada una de
las fracciones anteriores con denominador 10000 obtenemos que
1 4 1 5 30000 1000 400 10 5 31415

3%+ 75 7700 T 7000 T 70000 ~ 70000 T 70000 T 70000 T 70000 ~ 10000 ~ 10000°

Memes aparte, vemos que los niimeros decimales son una forma cémoda de expresar
los nimeros racionales como sumas de fracciones cuyos denominadores son potencias
de diez y en sus denominadores tinicamente aparecen los ntimeros enteros del 0 al 9.
Como ocurria con el 1547, es una forma comoda de darle nombre a cada niimero racional
utilizando tinicamente diez simbolos (once si contamos el punto). En mi opinién, hemos
pasado de la magia y la incomprensién a la maravilla. Podemos nombrar cualquier
numero racional con tinicamente diez simbolos! Pero, un momento... ;Y qué pasa con,
por ejemplo, el ntimero racional %?

Si queremos expresarlo de esta forma, como sumas de ntimeros racionales cuyos de-
nominadores son potencias de diez y sus numeradores tinicamente consisten en los
numeros del 0 al 9, podemos comenzar como en la siguiente imagen:
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Las lineas punteadas dividen la unidad en tres partes iguales.

Hemos rellenando 3 décimas de unidad, en color azul, pero atin nos falta por rellenar
la fraccién del rectangulo de color rojo. Concretamente, esta fraccién serd de

1 3 1

3 10 30
unidades de &rea. Si ahora rellenamos 3 centésimas de unidad maés, nos acercamos
un poco mas a rellenar % del 4rea del rectdngulo, pero atin nos falta por rellenar una

fracciéon de
1 3 3 1

3710 100 300
unidades del drea. Si continuamos este proceso parece que siempre nos falta un poquito
mas por rellenar, nos lleva a pensar que
13,3 3 3
3 10 100 1000 10000
donde los puntos suspensivos significan que la suma sigue y sigue con este mismo

patrén. Ahora bien, una suma no puede tener infinitos sumandos... jno?

Es cierto que no sabemos sumar infinitas cosas de golpe, pero si sabemos sumarlas poco
a poco,

3
Sl—ﬁ,

3333
Sz—ﬁ‘Fm—m,

3 3 3 333
53 =70 " 700 T 7000 ~ 1000’

3 3 3 3 3333
4= 70 " 700 T 7000 T 70000 ~ 10000’

y con cada suma que hacemos nos acercamos mds y més a la fraccién % Nos acercamos
maés y més... ;No os suena esto de algo que ya hemos visto? En efecto, tenemos una
sucesion de sumas {sn }X_; que parece converger al ntimero racional % Cada una de
las sumas anteriores podemos expresarla de forma mucho mas cémoda con la siguiente
notacién

>3
Sn = Z W' )
k=1

y lc; que estamos afirmando es que la sucesion {sy}}7_; converge en Q y que su limite
es 3. Vedmoslo.

Observemos que

o _3,3 .3 3 3
"0 102 7103 ion—1 " 10n’
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con lo que si multiplicamos por 1‘—0 obtenemos que

1o .3 .3 .3 3
10°™" 102 103 1om  1on+1”

(Qué pasa ahora si restamos ambas expresiones? Pues que casi todos los términos se
nos cancelan y nos queda tinicamente que

1 3 3

Sn_ﬁsn:ﬁ_u)n_ﬂ- (2)

Como

LIPS I DR
Sn Tt T 10) 5™~ 10°v

despejando en (2) obtenemos que

3 3 1T 11

M9 T e T3 3T0m
Las propiedades de los limites nos dicen entonces que

T 1 1 i 1
imsy == — < lim —
"3 3710
y como parece claro que lim % = 0, podemos concluir que
lim S = g
Siguiendo la notacién de (1), el limite de una sucesién de sumas como {sn } suele deno-
tarse por

luego lo que hemos visto es que

Esto explica los puntos suspensivos y la igualdad en 0.333--- = % y, siguiendo més o

menos los mismos pasos, podriamos justificar también otras igualdades como 2.481 =

%, pero antes de entrar en todo esto y ahora que ya tenemos una idea general de por

dénde van los tiros, vamos a precisar las cosas con un poco més de calma.

7 SERIES, PERO NO DE LAS DE NETFLIX

A las sucesiones formadas a partir de sumas de otra sucesién dada se les suele llamar
series:

Definicién 7.1. Sea G un grupo ordenado y {xn}Y_, una sucesién en G. Se define la
serie asociada a {xn }%7_, como la sucesion {sn }J%_, definida por

n
Sn = Z X1y
k=0

Denotaremos el limite de esta sucesion {sn }%°_y, si existe, como Z?:o Xn, es decir,

o0
Z Xn = lim sy.
n=0

5
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Se han escrito libros enteros sobre series, pero a nosotros solo nos interesardn un tipo
muy particular de series conocidas como series geométricas. Estas series son aquellas
asociadas a sucesiones de la forma x,, = r™ (por lo que tinicamente tienen sentido en
un cuerpo ordenado) y para ellas tenemos el siguiente resultado:

Teorema 7.2. Sea K un cuerpo ordenado arquimedianoy v € K tal que' —1 < v < 1. Entonces
la serie asociada a la sucesion® x,, = 1™ converge en Ky

8

Como en breve comprobaréis, la demostracion que daremos es un calco de la que hemos
visto con el ejemplo del % Comencemos con un par de lemas que, por su utilidad,
separaremos de la prueba del teorema:

Lema 7.3. Sea K un cuerpo ordenado arquimediano y v € K tal que —1 < v < 1. Entonces
limr™ = 0.

Demostracion. Sit = 0 el resultado es inmediato, por lo que supongamos, para empezar,
que 0 <r<1.

Sea pues ¢ € Kcon ¢ > 0. Como 0 < 1 < 1 tenemos que M = %—1 > 0, y como K
es arquimediano, existe cierto N € IN tal que % < NM. Con todo, sin > N, usando la
desigualdad de Bernoulli (Lema 5.3) obtenemos que

1 1 1 1

== = M ST M SaM S M = ¢

tal y como queriamos ver.

Finalmente, si —1 < v < 0, entonces 0 < —r < 1y sabemos que lim(—r)™ = 0. Con esto,
dado & > 0 existe un N € IN tal que sin > N, entonces |(—)™| < ¢ y usando el Lema
5.2 (i) obtenemos que

T =11 (=) =D ) =1 <

con lo que igualmente obtenemos el resultado buscado. [

Lema 7.4. Sea K un cuerpo ordenado y v € K con v # 1. Entonces

n+1

1—
ZT 111‘

Demostracion. Observemos que si denotamos por

k=0
entonces
n n n+1
ISP W SR St
k=0 k=0 k=
luego
n n+1 n n
Sp—T-Sp = Zrk— Z rk:ro—erk—Zrk—r“H =1—tT
k=0 k=1 k=1 k=1

1 A lo largo de esta entrada denotaremos los niimeros racionales de un cuerpo K, es decir, aquellos de la
nly
forma =~ T’ simplemente como -

2 Establecemos, por convenio, que 1° = 1 para cualquier T € K.
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Como s, — 7 sn, = (1 —1)sn, despejando en la igualdad anterior obtenemos que

]7Tn+1
S = ——--
" 1—1r

tal y como querfamos ver. [ |
Ahora si, la demostraciéon del teorema es inmediata:

Demostracién del Teorema 7.2. Si denotamos por sn = > ¢_, ¥, tenemos que demostrar
quelims, = 11?

Por el Lema 7.4 tenemos que

]_rnJr] 1 n
S R

Sn

y como por el Lema 7.3 sabemos que limr™ = 0, las propiedades de los limites nos
permiten obtener que

1 limr™ 1

T—r "1—r 11—+

lims,, =

que es justo lo que buscamos. [

8 NUMEROS DECIMALES

Hasta ahora hemos estado hablando de ntimeros decimales, pero sin especificar muy
bien qué son estos ntimeros, por lo que si queremos seguir avanzando tenemos que
remediar esto. Para ello, observemos que la notacién decimal de un ntmero racional
no es mas que una sucesién {xn }_, tal que xo € Z (el nimero entero antes del punto
decimal) y

xn €1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

para cadan > 1 (los digitos decimales). Esto nos da de manera inmediata la definicién
buscada:

Definicién 8.1. Un ntimero decimal es una sucesién de ntimeros enteros {xn }_ tal
que
0<xn <9

paracadan > 1.

Denotaremos el conjunto de todos los ntimeros decimales por ID.

Ya tenemos, por tanto, una definicién de qué es ntimero decimal, pero antes de continuar,
veamos una pequefia observacion respecto a la notacién.

Cuando digamos que x es un ntimero decimal, es decir, que x € ID, no tenemos que
entender que este «x» sea un ntimero en s, sino que es una sucesién de ntimeros enteros
cuyos términos denotaremos, como ha sido costumbre hasta ahora, por x,,. Ademads,
para enfatizar atin mas la relacién con lo dicho anteriormente, cuando queramos hablar
de una sucesién x € ID concreta, la expresaremos como x¢.x1x2%3 - - - . Por ejemplo, la
sucesién x € ID tal que xo = 47 y xn = 1 para cada n > 1 la expresaremos como
47.111 .., mientras que la sucesiény € ID tal que yo = —3,y7 =5 eyn = 0 para cada
n > 2 la representaremos por —3.5000 - - - . Esta notacién introduce cierta ambigtiedad,
pues no sabemos si la sucesién —3.5000- - - hace referencia a la sucesién y descrita
anteriormente, o a la sucesién z € D definida como zg = —3,2z1 =5,z =23 =24 =0
y zn = 1 para cada n > 5. Aunque esto es cierto, aplicaremos siempre un criterio
de «buena fe», entendiendo que si aparece algin patrén claro antes de los puntos

7
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suspensivos, es porque este se repite indefinidamente. En cualquier caso, en situaciones
que puedan llevar a error o en las demostraciones formales siempre especificaremos
completamente todos los términos de los niimeros decimales.

Aclarado esto y con todo lo visto en las secciones anteriores, la relaciéon entre los niimeros
decimales y los niimeros racionales es clara:

Definicién 8.2. Diremos que un niimero decimal x € ID representa a un ntmero
racional q (o que q estd representado por x) si se cumple que

= X
n
n=0
En general, diremos que un ntimero decimal x € ID representa a un ntimero racional si
existe un nimero racional q tal que x lo represente, es decir, tal que se cumpla (3).

Antes de continuar, debemos resaltar aqui una pequefia advertencia. Una sucesién como
—3.5000- - - claramente representa a un nimero racional, de hecho al ntimero

Esto puede resultar chocante, ya que habitualmente entendemos que el ntimero deci-
mal «—3.5» representa al racional —%. La confusion radica en que al escribir «—3.5»
realmente queremos escribir algo como «—(3.5)», es decir, el opuesto del ntimero racio-
nal representado por «3.5», pero cuando nosotros escribimos —3.5000 - - - no estamos
hablando del opuesto de ningtin ntimero, simplemente estamos representando de for-
ma cémoda los términos de una sucesiéon de ID, que resulta que se corresponde con
cierto ntimero racional, concretamente —%. Insisto, para nosotros ahora mismo no tiene
ningtn sentido escribir algo como «—x» cuando x sea un nimero decimal, es decir, un
elemento de ID, por lo que, teniendo esto en cuenta, no puede existir ningtn tipo de
confusién sobre a qué ndmero racional representa —3.5000 - - - .

Aclarada esta posible confusién notacional, cualquiera con alma de matematico se harfa
las siguientes preguntas:

1. ;Todo ntimero decimal representa a algtin nimero racional?
2. ;Todo ntimero racional esté representado por algtin niimero decimal?

3. En caso de que la anterior pregunta sea afirmativa, ;es esta representacion tinica?

Todos sabemos, o al menos en algtiin momento supimos, la respuesta a las dos primeras
preguntas, aunque me temo que, tal y como explicaba al principio de la entrada, era mas
una cuestiéon de fe que de realmente conocer la respuesta. En cualquier caso, a todos
nos contaron que los niimeros decimales que se corresponden con nimeros racionales
son exactamente los decimales periédicos, es decir, aquellos en los que a partir de algtn
momento sus términos comienzan a repetirse. Es importante entender esto bien. A veces
he visto cosas del estilo de «un ntimero es racional si estd representado por un ntimero
decimal cuyos términos siguen un patrén», y esto no es cierto. Por ejemplo, en breve
veremos que aunque los términos del nimero decimal 0.101001000100001000001 - - -
siguen claramente un patrén, no representa a ningtin namero racional.

Conocemos pues, la respuesta, pero necesitamos precisarla, ya que parece haber algo

de confusién con qué significa eso de que cierto x € ID sea «periddico».

Definicién 8.3. Decimos que un niimero decimal x € D es periddico, si existen dos
nimeros naturales m,p € N tales que para cada k € N

Xm+k = Xm+(kmodp)/
donde kmod p es el resto de dividir k entre p.

Denotaremos el conjunto de todos los ntimeros decimales periédicos por Dper.
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Aunque esta definicién pueda sonar un poco «forzada», captura exactamente lo que
queriamos. El natural m en la definicién nos indica un punto de la sucesién a partir del
cual hay sucesi6n finita de términos que se repite’, mientras que el natural p nos indica
la longitud de esta sucesién finita de términos. Por ejemplo, si consideramos la sucesién

x =4.102375375375 - - -
tenemos que cumple la definicién anterior para m =4 y p = 3. En efecto, dado k € IN

tenemos tres opciones al dividirlo entre 3:

= Que el resto sea 0, luego k = 3q para algtin natural q y, por tanto,
Xm+k =X4+43q =3 =X4 = Xmy (kmodp)-

= Que el resto sea 1, luego k = 3q + 1 para algtin natural q y, por tanto,
Xm+k =X5+3q =/ = X5 = Xm4 (kmod p)-

= Que el resto sea 2, luego k = 3q + 2 para algtn natural q y, por tanto,
Xm+k = X6+3q =2 = X6 = Xm4 (kmodp)-

Respecto a la tercera pregunta, resulta que, por desgracia, la representacién decimal de
un ndmero racional no tiene por qué ser tinica. Por ejemplo, si consideramos q = %, es
claro que el nimero decimal x = 0.5000 - - - lo representa, pero resulta que el decimal
Yy = 0.4999 - .. también lo hace.

En efecto, para sn = ) i_q 19 se cumple quesin > 2
n n—2 n—2 k
9 4 1 4 9 1
Z pEET=s. > ’
= on 10 =10 10100 ~—\10
con lo que por el Lema 7.4 obtenemos que

4 9 10—q5=z 4 1 1 T 1

=00 9 1070 Tom 2 Tom

y por el Lema 7.3 concluimos que
o
Z Yn _
Tl

Esta falta de unicidad podria ser un golpe muy duro para la representacién decimal,
ya que si no tenemos unicidad, dificilmente vamos a poder asociar ciertos ntimeros
decimales con los niimeros racionales. Imaginad que algin ndmero racional tuviera
infinitas representaciones decimales distintas, ;cudl elegiriamos como representante?
¢Bajo qué criterio? Por suerte, aunque no tenemos unicidad, tenemos algo muy parecido,
pero para explicarlo necesitaremos introducir algo mas de notacién:

Deﬁnici(’)n 8.4. Diremos que un ntiimero decimal x € ID es exacto si existe un natural

> 0 tal que x, = 0 para cadan > N. Ademads, si x € ID es exacto, definimos ng(x)
como el mayor natural tal que X, (x) # 0 (si x = 0.000--- definimos no(x) = 0).
Anélogamente, diremos que x es max1mo si existe un natural N > 0 tal que x, = 9
para cada n > N y definimos ng(x) como el mayor natural tal que x,,,(x) # 9 (si
x = 9.999 ... definimos ng(x) = 0).

Si nos fijamos en el ejemplo anterior, % estd representado tanto por un decimal exacto
como por uno méximo, y esto no es casualidad.

3 En el instituto a esta sucesién finita de términos que se repite lo llamabamos el periodo del nimero decimal.
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Lema 8.5. Siun niimero racional q estd representado por un decimal exacto x, entonces también
estd representado por el niimero decimal maximo y definido como

Xn si n<ng(x)
Yn =< Xn—1 si n=mngp(x) 4)
9 si n>mng(x)

Andlogamente, si q estd representado por un decimal mdximo x, entonces también estd represen-
tado por el niimero decimal exacto y definido como

Xn si n<mno(x)
Yn =< xn+1 si n=ne(x) (5)
0 si M >mno(x)

Demostracion. Demostraremos el primer caso y os dejo el segundo como ejercicio, ya
que es completamente andlogo.

Supongamos por tanto que q estd representado por un ntimero decimal exacto x, es
decir, que

) no(x)
q= Xn _ Xn
o =ron
Por comodidad denotaremos m := 1ng(x), y observemos que para n > m tenemos que
Doyx jpat Xk Xm — | Lk 9 Xy = 1 1
SN Tl S HeY s ) -
2 2 K 3
=0 10 =0 10 fom k=m-+1 10 =0 10 k=m-+1 10 fom
-1 1
= 9
9 2 or yom
k=m+1

Ademas, por el Lema 7.4 tenemos que

LI LI UL 1 1 1
S =X X5 (0 15w) ~ (10— 7w

k=m-+1 k=0 k=0
L L
9 \1om  1om )’

luego juntando ambas igualdades obtenemos que

Por el Lema 7.3 concluimos que

Z%ﬁl:q,
=

0
luego que efectivamente y representa a q. n
Este lema motiva nuestra tltima definicién sobre los niimeros decimales:

Definicién 8.6. Decimos que dos ntimeros decimales x e y son equivalentes si uno de
ellos es exacto, el otro es maximo e y cumple (4) o (5) segtn sea x exacto o méximo,
respectivamente.

Ahora que ya tenemos claros todos los conceptos que necesitamos podemos enunciar,
con total precisién, ese resultado que todos sabemos del instituto:

Teorema 8.7. Un niimero decimal x € 1D representa a un niimero racional si, y solo si, es un
decimal periddico, es decir, si x € Dyer.

Ademds, todo niimero racional q estd representado por algiin decimal periédico y se cumple que:

10
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= Siq = qgn para algiin numero entero a y cierton > 0, entonces q estd representado por
exactamente dos decimales periddicos x ey, los cuales son equivalentes.

m Si g no es de la forma anteriot, entonces estd representado por un tinico decimal periédico
X, el cual no es ni exacto ni mdximo.

Como podemos comprobar, este teorema se corresponde con lo que nos ensefiaron y
responde a nuestras tres preguntas:

1. Unicamente los ntimeros decimales periédicos representan niimeros racionales.
Esto quiere decir que six € ]Dper, entonces representa un nimero racional, mien-
tras que si x € Dyper, entonces no representa a ningtin ntimero racional, es decir,
no existe ningtin racional q que cumpla que q = Y 1, Tk,

2. Todontimero racional estd representado por algtin nimero decimal, concretamen-
te por algtin decimal periédico.

3. La representacién puede no ser tnica, pero si sabemos que dado un ntmero
racional q como mucho existen dos ntiimeros decimales periédicos x e y que
representan a q y, en dicho caso, sabemos que son equivalentes.

Ahora ya tenemos todas las respuestas que buscdbamos, pero nos surgen nuevas pre-
guntas:

¢Cémo podemos asegurar que este teorema es verdad? Y, en la practica, ;cémo podemos
calcular el racional al que representa un decimal periédico? ;Y el o los decimales
periédicos que representan a un cierto namero racional dado?

Por suerte, todas estas respuestas las podemos obtener sin mas que demostrar el suso-
dicho teorema.

0] DEMOSTRACION DEL TEOREMA 87

Esta es la seccién mds técnica de la entrada y nada de su contenido es realmente necesario
para el resto del curso. Por tanto, podéis saltdrosla en una primera lectura, y volver a
ella en cualquier momento en el que deseéis desvelar los trucos que se esconden detras
de todos esos pasos magicos que nos ensefiaron en el instituto para convertir racionales
a decimales y viceversa.

Dicho esto, comencemos viendo que si x € ]Dper, entonces representa a un nimero
racional, es decir, que la sucesién

converge en Q.

Puesto que laidea dela prueba puede obtenerse a partir de un ejemplo concreto, veremos
aqui la demostracién aplicada al caso en el que x = 34.2144258258258 - - -, mientras que
la demostracién formal puede consultarse aqui.

Observemos que x cumple la definicién de decimal periédicoconm =5y p = 3,1lo que
quiere decir que

X54+k = X54 (kmod 3)-

En particular, tenemos que

X543u = X5 = 2,
X543u+l = X6 =9,
X54+3u+2 = X7 =38.



TODO DECIMAL PERIODICO
REPRESENTA A UN NUMERO
RACIONAL

Como x € ]Dper, por definicién existen dos naturales m y p tales que

Xm+k = Xm+(kmodp)/

para cada k € IN. En particular, para cada k € IN tenemos que
Xm+p+k = Xm((p+k)modp) = ¥m+(kmodp) = Xm-+k- (@)

Ahora, observemos que sin > m+p

m+p—1 n
m+p—1 _1am—1 _ m+p—k—1 Xk
10 sn— 10 S = E x 10 + E T m T
k=0 k=m+p

m—1 n X
—k—1 k
- Z xic10™ - Z 10k—m+1”
k=0 k=m
luego denotando

m+p—1

qq = Z X lom*P—k=T ¢ 7,
k=0
m—1
qzi=) x10m ez
k=0

yM:=n—m-—p+1, tenemos que

n—m-—p n—-m
+p—1 1 . Xm+p+k Xm+k _
(mm P —1om )S“_ql_q2+ Z 10k+1 Z Tok+1 5 9142
k=0 k=0

n—m

n—m-—p X X nom
m+k m+k _ o m+k
+ Z 10k+T Z Tok+1 —dr—4az2 Z 10k+1°
k=0 k=0 k=M

En definitiva, sin > m + p, entonces

1 n—m

_ qd1—492 _ Xm+k
ST om=T(0P — 1) 10m(10P —1) ; 108 @
Si denotamos, paran > m+p,
nme
o m+k
= )
k=M

y vemos que

limt, =0, (3





por (2) obtenemos que
qr —q2

lims, = W cQ
tal y como queriamos.
Por lo tanto, basta con demostrar (3).
Como x € ID tenemos que
Sy 10 k:MIO = 10k = 10k

1 1
P T s L 1 1 1
1

Lema7.4 1— 1

Ademas, por el Lema 7.3

. 1 | _ m+p my 1; 1 n_
11m<]onmp—1onm)—(10 —10™)lim (5 ) =0,

y como tn, > 0, el criterio del sandwich nos asegura que limt, = 0, tal y como
queriamos ver. [ ]
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Asi, dado un ntimero natural n lo suficiente grande, digamos n = 10002, podemos
expresarlo comon = 5+3u+71con 0 < r < 2 (es decir, aplicamos el algoritmo de la
divisién a n — 5), en nuestro caso 10002 = 543 -3332 41, y se tiene que

s g iy Ly 20 8 2 D
10002 = 10 102 7103 " 104 105 " 106 ' 107 1070001 T 7070002

Multiplicando por 107 tenemos entonces que

2 5 8 2 5
7 _
10" 510002 —3421442584-%4-@4-@4-"'4— 109994 + 109995

mientras que multiplicando por 10* obtenemos que

2 5 8 2 5
4 _ :
107810002 = 342144+ 5+ 507 T 703 T+ 7g9997 T 09998~

y restando ambas expresiones obtenemos que

8 2 5

7 104 _
(107 —10%)s10002 = 342144258 — 342144 — — o550 — <5567 — 159998

Podéis probar a hacer lo mismo para distintos naturales n, pero siempre se obtiene que

. 4 B Xn—2 Xn—1 Xn
(107 —10%)sy = 342144258 — 342144 — 1om—6  Jon—5  jon—4’

luego que

o 342144258 — 342144 B 1 ( Xn—2 n Xn—1 n Xn )
" 9990000 9990000 \1on—6 = Jon—> = Jon—4/’

Al tomar limites en la expresion anterior, como cada xy estd entre 0 y 9 (en nuestro caso,

realmente solo pueden valer 2, 5 u 8), es obvio que los tres tltimos sumandos tienden

a cero, con lo que finalmente obtenemos que

i Xk 342144258 — 342144
= 10k 9990000

¢Os suena el nimero racional al que representa x? Efectivamente, no es ni mas ni menos
que el que obtendrfamos si aplicdramos ciegamente la formulita que nos dieron en el
instituto para «convertir» un nimero decimal periédico a un ntiimero racional. Resulta
que no era magia al fin y al cabo, sino unos simples calculos aritméticos. De hecho, al
hacer la demostracion para un x € IDper general obtenemos que

m+p—1 m—1
—k—1 —k—1
o D xR g 0™
Z Xk _ k=0 k=0 )
10k 10m=T(10P —1)
n=0

la cual, si os fijdis bien, es justamente esa férmula magica que nos dieron en el instituto.*

Veamos ahora que si q es un niimero racional, entonces est4 representado por algtin
nimero decimal periédico.

Consideremos, por ejemplo, el niimero racional q = %. Recordemos que lo que
buscamos es expresar ( de la forma
21257 1, 92, 93
= LI P . 7
990~ 9°7 30 " 700 " 7000 * @

4 Realmente, solo es la misma férmula que nos dieron en el instituto para el caso en el que x¢ > 0, pero si
xo < O podemos «apafiarnos» facilmente. Basta definiry = 0.x1x2Xx3 - ytn = Y 1o ]yo—‘i, y observar
que

Sn=%Xo+tn
para cada n > 1. Como sabemos que para y la expresion dada en (6) si coincide con la famosa férmula
que nos dieron en el instituto y lim s, = xo -+ lim ty, para obtener el racional al que representa x basta
con obtener el racional al que representa y, para el cual si podemos usar la famosa férmula, y sumarle x.
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donde qp € Zy q1, q2, etc. son enteros entre 0 y 9. Parece entonces una buena idea
empezar dividiendo el numerador entre el denominador de g, pues asi obtenemos que

21257 = 21-990 + 467,

o dividiendo a ambos lados entre 990 que

2257 _ ) 467
990 ~ ° " 990

y podemos decir que qp = 21. Como poner nombre a las cosas siempre ayuda, también
podemos denotar el resto de la divisién anterior por 1¢, es decir, 1o = 467. Si ahora
reordenamos los sumandos en la expresién anterior, utilizando (7) tenemos que

ro 467 21257

990 ~ 990 990

g A1 92 43
A =q=d0=35%750 T 7000 T

y si multiplicamos a ambos lados por 10 obtenemos que

10-r9 4670 q2 | 43
990 ~ 990 N0 700" ®)

¢No o0s suena esto de algo? jEstamos otra vez en la misma situacién que al principio!
Asfi que, igual que hicimos antes, podemos dividir 4670 entre 990 y tenemos que

4670 _, 710
990 ~ 990"

Hemos obtenido entonces que q1 =4y r1 = 710, y por (8) concluimos que

o _ 7104670, 4670 92 d3
990 ~ 990 _ 990 990 1" 770 " 700

con lo que multiplicando de nuevo por 10 se obtiene que

]0~T‘] 771007 q3
990 — 990 2Tyt ©)

Ya nos sabemos la pelicula. Dividimos 7100 entre 990 y obtenemos que

7100 _ . 170
990 ' " 990’

conlo que q; =7, 712 = 170 y por (9) tenemos que

vy 1707100 _ 7100 qs  qa
990 ~ 990 ~ 990 990 9270 700 T

o multiplicando por 10,

101, 1700 qa
990 ~ 990 BTy (10)

Podemos continuar haciendo exactamente lo mismo. Dividimos 1700 entre 990 para
obtener que

1700 14 710
990 990’
conlo que q3 = 1,13 =710y por (10) se tiene que
T3 710 1700 ~ 1700 _ 94 , 95
990 ~990 ~ 990 '~ 990 370700 T

o multiplicando por 10

10015 7100 g5
990 ~ 990 Mty (1

13
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Pero, un momento... {La expresién que nos ha quedado es exactamente la misma que en
(9)! Ya no necesitamos volver a dividir, sabemos que q4 = q2 = 7, después volveremos
a obtener una expresiéon como la de (10) que nos dice que q5 = q3 = 1y, de nuevo,
volveremos a una expresién como la de (9). jHemos encontrado el patrén! Después de

tanta divisién tenemos que

21257
500 =2147171---

Parece que hemos tenido mucha suerte, pues después de hacer algunas divisiones
hemos encontrado que el patrén se repetia y, a partir de ahi, ya no hemos necesitado
hacer més divisiones. ;Pero ha sido suerte o siempre ocurrird esto? ;Podemos asegurar
que llegado un punto siempre comenzaran a repetirse estas divisiones? Para verlo vamos
a prestar un poco mas de atencién a lo que hemos hecho en el ejemplo anterior.

Si tenemos un ndmero racional ¢ = ¢, en nuestro ejemplo a = 21257 y b = 990,
y queremos obtener su representacién decimal, lo primero que hemos hecho ha sido
dividir a entre b, con lo que obtenemos

a:qO'b+T0/

que en nuestro caso eran o = 21y 1o = 467. Después, fijaos que para obtener g7 lo que
hemos hecho ha sido dividir 4670 entre 990, es decir, dividir 101y entre b, obteniendo

1019 = q1-b+711,

en nuestro ejemplo q1 =4y r1 = 710. ;Y qué hemos hecho después para obtener q,?
Pues exactamente lo mismo, dividir 7100 entre 990, es decir, 10| entre b. En general,
vemos que si ya hemos obtenido los primero n decimales de ¢, digamos qo, q1,...,qny
los restos asociados 1o, 1, ..., Tn, la forma de obtener el n + 1-ésimo decimal es dividir
10Ty, entre b para obtener

10rh = qna1 - b+ Thyt- (12)

Esto nos proporciona un algoritmo para obtener los decimales de q:

1. Calculamos qg y 1o sin més que dividir a entre b.

2. Calculamos q7 y 11 a partir de la férmula (12) con n = 0.
3. Calculamos q; y 17 a partir de la férmula (12) conn = 1.
4. Calculamos q3 y 13 a partir de la férmula (12) conn = 2.
5 ...

Pero, ;qué pasa si el algoritmo nunca se detiene? En nuestro ejemplo hemos detectado
que, a partir de cierto punto, las divisiones que teniamos que hacer eran siempre las
mismas y esto nos ha permitido detenernos, pero no ha sido cosa de suerte, esto siempre
ocurrira. Fijaos que siempre dividimos por el denominador de , en nuestro ejemplo
entre 990, con lo que los restos que nos van quedando estaran siempre entre 0 y 989.
¢Qué pasa entonces si hacemos 991 divisiones? Pues que los restos tienen que repetirse
en algiin momento, ya que en el peor de los casos al hacer las primeras 990 divisiones
obtendremos cada uno de los posibles restos (todos los ntimeros enteros entre 0 y 989),
pero al hacer la divisién namero 991, por fuerza, el resto que nos quede tiene que ser
alguno de los que ya hemos obtenido anteriormente. Lo que esto nos est4 diciendo es
que al aplicar el algoritmo anterior para obtener los decimales de g, en algtin momento
obtendremos un resto T, que serd igual a algtin 1y, anterior (en nuestro ejemplom =Ty
n = 3),y aqui estd la magia. Para obtener q,,4+1 y Th+1 lo que haremos sera dividir 10T,
entre b, pero como 1, = T, realmente estamos haciendo una divisién que ya habiamos
hecho anteriormente, la de dividir 10r;, entre b. Al hacer esta tiltima divisién obtuvimos
dm+1 Y Tm+1, con lo que al hacer la nueva divisiéon de 107, entre b obtendremos el
mismo cociente y resto, es decir, obtendremos que qn4+1 = qm+1 yque Tny1 = Tm1.
A partir de aqui ocurrira otra vez lo mismo. Como 1,1 = 1,41 al hacer la divisién

14
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de 10T,41 con b, realmente estaremos haciendo la divisién de 10r;,41 con b y esto
nos dice que qn42 = qm42 ¥ qUe Tn42 = T;m42. Vamos, que a partir de qn1 los
decimales de q se repetirdn de forma periédica y, por lo tanto, no necesitamos seguir
haciendo divisiones. iNuestro algoritmo si que termina!

Con todo lo que hemos visto tenéis casi todos los ingredientes para construir la demos-
tracién formal y os animo a que lo intentéis, pero si os atascdis (u os da pereza pensar
mas) podéis consultarla aqui. Ademads, os dejo como un ejercicio interesante para los
que os guste la programacion el hacer un pequefio programa que calcule los decimales
de cualquier ntimero racional ;)

Ya hemos demostrado que todo decimal periédico representa a un niimero racional y
que todo racional estd representado por algtin decimal periédico, jpero como podemos
asegurar que ningin decimal no periédico puede representar a un niimero racional?
La respuesta nos la da el siguiente lema cuya demostracién puede consultarse aqui.

Lema 9.1. Si un niimero racional estd representado por dos decimales distintos x ey, entonces
son equivalentes.

¢ Veis por qué este lema responde a la pregunta anterior? Os doy un momento para que
lo penséis... ; Ya? Listos o no, vamos a responderla.
¢

Sea q un ndmero racional y supongamos, por reduccién al absurdo, que x es un ntimero
decimal no peridédico que lo representa. Ya hemos visto que ¢ estd también representado
por cierto ntiimero decimal periédico y, luego q estd representado por dos niimeros
decimales distintos. El lema anterior nos dice entonces que x e y son equivalentes, por
lo que uno de ellos es exacto y el otro maximo, luego en cualquier caso ambos son
peridédicos y esto contradice nuestra suposicién de que x no lo era.

Estamos ya muy cerca del final de la demostracién, solo nos queda demostrar los dos
altimos puntos sobre el nimero de representaciones decimales de un nlimero racional
en funcién de su forma. Comencemos por el primer punto.

Siq = % paraciertos enteros a,n € Z conn > 0, basta con ver que g est4 representado
por un decimal exacto para demostrar lo deseado.

En efecto, si q estd representado por un decimal exacto x, el Lema 8.5 nos dice que
también lo estd por un decimal maximo Yy, y que ademds x e y son equivalentes. Mas
aun, si q estuviera representado por algtin otro ntimero decimal z distinto de x, entonces
el Lema 9.1 nos dirfa que x y z son equivalentes, pero por la definicién de equivalencia
esto implica que z = y. Por tanto, q estd representado por exactamente dos ntimeros
decimales x e y los cuales son equivalentes.

Veamos pues que, en efecto, q estd representado por un decimal exacto.

Para ello aplicamos el algoritmo de la divisién a los enteros a y 10™, obteniendo que
a=4qo-10" +19
para ciertos enteros qo y 1o, con 0 < 19 < 10™. Distingamos dos casos:

= Sitg =0, entonces q = qp € Z y es claro que q estd representado por el decimal
exacto x = q.000- - -.

= Sitp > 0, entonces podemos expresarlo como

m
To= ) yilo*
k=0

para ciertos enteros yi con 0 < yx < 9 y de modo que ym # 0, es decir,
la descomposicién decimal de 1p. Ademds, observemos que como 19 < 10™ e
Ym # 0, se cumple que m < n. Con todo, tenemos que

m n
_ To _ Yk Yn—j
q_q0+]0n_q0+z]0n—k_q0+_z 100 7
k=0 j=n—m

15
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Como q € Q, existen a,b € Zconb > 1y de modo que q = %. Por el algoritmo de la
divisién existen qp, 19 € Z tnicos talesque 0 < 1o < by

a=qob+ro,

con lo que podemos expresar

_a_ To

Definimos entonces, de forma recursiva, dos sucesiones de enteros {qn}a_o ¥ {rnla_o

talesque0 <1t < by

10rn = qn+1b+Tni ()

para cadan € IN.

Observemos que gn 41 = 0 para cadan > 0, pues si fuera qn 1 < 0, entonces
0<10mn = qn1b+Tnir < —b+1471 <0,

lo cual es una flagrante contradiccién. Ademads, también tenemos que

10T — Tha 10r, _ 10(b—1) 10
= < < = _
dn-+1 b S S 5 10 5 < 10,

con lo que concluimos que 0 < qn 41 < 9y, por tanto, que la sucesién {qn J5r_, estd en
D.

Mas atin, veamos que {qn J5_, estdn en Dper.

Como 0 < 7 < bparacadan € IN, tenemos que deben existir ciertos 0 <1 <nz < b
tales que T, = Tn, (si todos los ntimeros 1,71, ..., Ty son distintos, tendremos b + 1
enteros distintos entre 0 y b — 1, lo cual es imposible). Asi pues, tenemos que

qn1+1b+rn1+1 = ]OTT‘L] = 1OTTL2 = qn2+1b+rn2+]/

y la unicidad en el algoritmo de la divisién nos asegura que qn;+1 = Gn,+1 Y Ty +1 =
Tn,+1. Ahora, definamos p = n; —n; y veamos de forma inductiva que

An,+(pk+t) = dny+t 3
paracadak >0yt > 1.

= Sik =0, veamos que

Qny+t = qnq+t (4)

Tny+t = Tny+t )





para cada t > 1. Ya sabemos que (4) y (5) son ciertos si t = 1, por lo que
supongamos que son ciertos para t > 1y veamos que también los son para t + 1.
Sin mads, tenemos que

Qny+t+10+ T re41 = 10T, 4t o 10T, +t = Gyt 410+ T, e4 1,

y por la unicidad en el algoritmo de la divisién obtenemos lo deseado.

Por induccién concluimos que (4) y (5) son ciertos para todo t > 1, tal y como
queriamos ver.

= Supongamos ahora que (3) es cierto para k > 0 y veamos que entonces también
lo es para k + 1. Sin mads, tenemos que

Ao+ (p(k+1)+1) = Gro+(pk+(p+t)) - = Qni+(p+t) = an+t qn1+t

(

Por hipétesis de induccién queda demostrado (3). Ademas, si ahora definimos m =
11 + 1, entonces dado k > 0, expresamos k = pc+tconc > 0yt = kmod p y tenemos
que:

= Sic =0, entonces
dm+k = 9m+t = m+(kmodp)-

= Sic > 0, entonces
dm+k = 9m+(pe+t) = Am+p+(plc—1)+t) = Ano+(plc—1)+t+1) 5 Qg +t+1
= qm+t = 9m+(kmodp)-
En cualquier caso obtenemos que

dm+k = dm+(kmodp)

para cada k > 0, y esto prueba que {qn}_, estd en Dyper.

Ahora que ya sabemos que {qn }5r_, estd en Dper, veamos, nuevamente por induccion,
que

n
qx Tn
= E — + . 6)
k
A= 10k T 10mb

Sin = 0 el resultado es cierto por (1), luego supongamos que es cierto paran > 0y
veamos que entonces lo es paran + 1.

Por (2) tenemos que

Tn Jn+1 Tn+1
10mb — Jon+T T JontTp’ @

y con ello obtenemos que

n qx T n+1 Tt
_ Yk n+
E g 10~ 10"b o Z 1()k 10m+Tb

tal y como querfamos ver.

Con todo, (6) queda demostrado por induccién.

Finalmente, si definimos x = {qn}
que representa a g.

o ‘41t
n—o, tenemos que x € leer y resta tinicamente ver

Para ello definamos sp = Y 1 _, % y observemos que

1

Isn qlf O“b Ton






y como el Lema 7.3 nos asegura que lim % = 0, el criterio del sindwich junto al Lema

4.11 nos permite concluir que

o0

. Xn
q=Ilims, =

1om’

n=0

luego que, efectivamente, x representa a q. n






DEMOSTRACION DEL LEMA
9.1

Sean sn = Y 1_o 70k ¥ tn = 2_k—o 7p- Como x e y son ntimeros decimales distintos,
existe un minimo ntmero natural N tal que xN # yn, luego podemos suponer que
xN < YN (el otro caso se prueba de forma completamente anédloga). Asi tenemos que
para cadan > N se cumple que

XN —YN Xk —Yk
T IRChE +k%+1 10k

y definiendo la sucesion
n
T = Z Xk — Yk
A 10k 7
k=N+1
se tiene que
YN — XN
10N
Como x e y representan al mismo ntmero racional, en particular limsn —tn =0,y
como yn — XN = 1 obtenemos que

Tn:Sn_tn+

YN XN 1

10N 7 10N” M

Iimr, =

Veamos ahora que y es un decimal exacto, para lo cual supongamos, por reduccién al
absurdo, que existe algtin m > N tal que Yy, > 0.

De ser asi, tenemos que Xxm —Ym < 8, luego para cada n > m se cumple que

_ . Xk —Yk _ = Xk —Yk | Xm —Ym = Xk — Yk
Th = Z = Z + + Z

k k k
k=N+1 10 k=N+1 10 1om 10
m—1 n
9 8 9 9 1
< — <
= Z ]Ok+]omJr Z 10 Z 10% 10m
k=N+1 k=m+1 k=N-+1

Como ya hemos visto en otras ocasiones, el Lema 7.4 nos asegura que

ks 1

Z k ‘ION ]OTL’

y juntando estas dos tltimas expresiones obtenemos que

1 1 1

< == —
SN T on T Tom
Esta tltima desigualdad junto al Teorema 4.18 (ii) y el Lema 7.3 nos muestra que

[ - 1
10N 10m 10N

Iimr, <

y esto contradice (1).

Hemos demostrado que si n > N, entonces yn, = 0, luego que y es exacto, y también
podemos ver ahora que x es méximo, pues x,, = 9 para cadan > N.





De nuevo, por reduccién al absurdo, supongamos que existe algin m > N tal que
xm < 9, es decir, que x;n, < 8. Como ya sabemos queyn =0sin > N, paracadan > m
se tiene que

n m—1
Xk
= ) o= 2 okt 1 m Z
10 10 O
k=N-+1 k=N-+1 k= m—H
m—1 n n
9 9 1
< E E E —_—— .
k k
k=N-+1 10 10m k=m-+ k=N+1 10 1om

Siguiendo exactamente el mismo razonamiento que antes obtenemos que lim r, < ﬁ,

lo que contradice (1).

Observemos que como xn < Y, en particular x5 # 9y alser xn, = 9 paracadan > N,
obtenemos que ng(x) = N. Ademds, también sabemos que yn = xn sin < N y que
Yn = 0sin > N, con lo que solo nos queda demostrar que yn = xn + 1 para concluir
que x e Y son equivalentes.

Sin mads, tenemos que paran > N

xN + 1 1
ZWHTN Z ka 0N~ Ton

k= N+1

_ Xk YN
tn = Z 70k T 70N

luego
o —t 7XN+]_UN 1
A N 1o’

y al ser lim(sp —tn) =0, el Lema 7.3 nos da que

xN—H—yN

0=
10N ’

es decir, que yn = xn + 1 tal y como queriamos ver. [
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y con ello que ( estd representado por el decimal exacto x definido como

qo si k=0

N 0 si 0<k<n-m-1
7)Yk si n—m<k<n
0 si k>n

Finalmente, si g es un ntimero racional que no es de la forma 5w, entonces no puede
estar representado por ningtn decimal exacto ni maximo.

En efecto, si q estd representado por un decimal exacto x, denotando m := ng(x) se
tiene que

luego que es de la forma g para algtn entero a. El Lema 8.5 nos asegura también
que q no esta representado por ningtn decimal maximo (;por qué?).

Con todo lo visto, podemos asegurar entonces que q estd representado por un ntmero
decimal periédico x que no es ni exacto ni maximo, y tinicamente nos resta ver que
dicho decimal es el tnico que lo representa. Nuevamente, esto es inmediato gracias al
Lema 9.1, pues si existiera otro decimal y distinto de x que representa a g, entonces
dicho lema nos dice que x e y son equivalentes, luego en particular que x es exacto o
méximo, y hemos visto que esto no es posible.

Ahora si, por fin, hemos terminado la demostracién del Teorema 8.7.

10 LOS NUMEROS REALES (OTRA VEZ)

Ahora que ya tenemos un conocimiento profundo sobre los ntimeros decimales y su
relacién con los ntimeros racionales, estamos listos para definir los ntimeros reales.

Ya sabemos que todo ntimero racional estd representado por un ntimero decimal pe-
riédico, y que si un niimero decimal no es periédico, entonces no representa a ningtn
numero racional. Es decir, tenemos un conjunto de nimeros, los ntimeros decimales,
que podemos dividir en dos subconjuntos disjuntos, los periédicos y los no peridédicos,
y de modo que los periédicos se corresponden con los ntimeros racionales. ;No os sue-
na esto de algo? ;No os estdn viniendo esos malditos recuerdos que os gritan que los
numeros reales son los racionales junto a los irracionales? Pues bien, ahora podemos
darle un sentido a esto sin caer en las paradojas que mencionamos en la primera entrada,
pero antes debemos prestar atencion a un pequerio detalle.

Hemos visto que los ntimeros racionales estan representados dentro de los nimeros
decimales a través de los decimales periédicos, pero a nosotros nos gustarfa que la
correspondencia fuera biunivoca, es decir, que cada ntimero racional tuviera asociado
un dnico nimero decimal periédico y viceversa. Por desgracia, ya hemos visto que
esto no es asi, que algunos niimeros racionales estan representados por dos nimeros
decimales distintos, pero por suerte, también hemos visto que cuando esto ocurre, estos
dos decimales son equivalentes, con lo que en particular uno es exacto y otro méaximo.
Esto nos dice que si nos olvidamos de los ntimeros decimales méximos, entonces si que
que obtenemos unicidad en la representacion.

De forma mads precisa, el Teorema 8.7 nos permite asegurar que si denotamos por
@ el conjunto de los ntiimeros decimales periédicos no maximos, entonces la funcién
j : Q = @ que a cada ntimero racional q le hace corresponder el tinico ntimero decimal
periédico no maximo j(q) que lo representa es una biyeccion.
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Teniendo en cuenta todo lo dicho, creo que a nadie le sorprenderd ya la siguiente
definicion:

Definicién 10.1. Definimos el conjunto de los ntimeros reales, que denotaremos por R,
como el conjunto de los nimeros decimales no méximos.’

Asi pues, si denotamos por ¥ el conjunto de los nimeros decimales no periédicos,
sabemos que ninguno de ellos representard a un ntimero racional, con lo que podemos
interpretarlos como los niimeros irracionales. Ademads tenemos que

R=QUJY,

lo que por fin da sentido a la infame definicién de la secundaria. Sin embargo, recordad
que nuestro objetivo es construir un cuerpo ordenado completo y, de momento, tinica-
mente tenemos un conjunto IR y un subconjunto suyo @ que podemos identificar con
los ntimeros racionales, pero no tenemos ningtn tipo de orden, ni nada que se parezca
a una suma y un producto.

No sufréis queridos lectores, en las proximas entradas nos encargaremos de definir un
orden, una suma y un producto en R que lo convertirdn en nuestro maravilloso cuerpo
ordenado completo, jasi que no os las perdais!

5 Podriamos haber eliminado también los decimales exactos y la teorfa de las siguientes entradas se desa-
rrollaria de forma anéloga, pero creo que todos estaremos de acuerdo en que es més cémodo trabajar con
decimales exactos que con decimales maximos.

¢ Si alguno de vosotros tiene mds conocimientos, se habra dado cuenta que nuestra definicién de equivalencia
entre nimeros decimales define una relacién de equivalencia en ID, por lo que podriamos haber definido los
ntimeros reales como el conjunto cociente de ID por dicha relacién. Esta definicion nos llevaria exactamente
al mismo tipo de construccién, pero yo os pregunto, ;para qué complicar las cosas cuando la mayoria de
clases de equivalencia solo tendran un elemento y el resto tendrdn tnicamente dos?
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