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PREFACIO

Continuamos con nuestra travesia sobre los nimeros reales. En la entrada anterior
vislumbramos la cima de la montafia e incluso trazamos un posible plan para alcanzarla,
pero el viaje solo acaba de comenzar.

En esta segunda entrada del curso veremos que, tal y como prometimos, afiadir la
completitud a un cuerpo ordenado también soluciona los problemas algebraicos y
analiticos. Para ver esto necesitaremos estudiar el concepto de limite de una sucesién, el
cual también serd extremadamente ttil en nuestra construcciéon de los ntimeros reales,
jasi que prestad atencién!

Por si sois nuevos por aqui, esta es la segunda entrada de un pequefio curso a través
del cual descubriremos juntos qué son los ntimeros reales. El ptblico objetivo para este
curso son estudiantes de bachillerato especialmente interesados en las matemaéticas o
estudiantes de primer curso en grados como matematicas, fisica, estadistica o ingenieria.
Esto lo digo porque asumiremos un conocimiento minimo de matematicas, pero real-
mente cualquiera con interés puede seguirlo y utilizar los comentarios de las entradas o
el correo de contacto de la web para preguntarme cualquier duda. Es decir, si de verdad
os interesa el tema, os animo a seguir el curso aunque no encajéis en el perfil anterior y
a preguntar todo lo que querdis sin miedo alguno.

Dicho todo esto, jqué comiencen las matemaéticas!
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4 SOLUCIONANDO LOS PROBLEMAS ANALITICOS

Recordemos que uno de los problemas de los ntimeros racionales es que podemos
construir sucesiones de estos ntimeros de modo que la distancia entre sus términos es
cada vez menor, con lo cual parecen aproximarse a cierto «niimero», pero resulta que
dicho «ntimero» no puede ser racional. Vimos ademaés que geométricamente esto deja la
recta llena de huecos que los ntimeros racionales no pueden rellenar, y que una forma de
«rellenarlos» es considerar un cuerpo ordenado Dedekind-completo. Ahora bien, ;no
podria ocurrir que en un cuerpo con estas caracteristicas también aparecieran sucesiones
como las descritas, es decir, tales que sus términos estén cada vez mds préximos entre
si, pero que no se aproximen a ningtn elemento del cuerpo?

Nuestra intuicién geométrica nos dice que esto no puede ocurrir, pero para verlo con
detalle tendremos que precisar mejor los conceptos involucrados, lo cual nos llevara
algo de tiempo e introducir muchas definiciones y resultados nuevos.

4.1 Grupos ordenados

Por razones que quedaran claras en las siguientes entradas, a lo largo de esta entrada
trabajaremos con un tipo de estructura algebraica mds general que los cuerpos ordena-
dos. No os asustéis, no necesitdis aprender nada nuevo, més bien lo contrario, necesitais
olvidar que en los cuerpos tenemos dos operaciones y quedarnos tinicamente con una
de ellas.

Definicién 4.1. Diremos que un conjunto G junto a una operacién @ y una relacién de
orden estricto total < es un grupo ordenado si cumple:

(i) La operacién @ es asociativa, es decir, dados x,y, z € X se cumple que

x®yYydz)=xdy)dz

(ii) La operacion & es conmutativa, es decir, dados x,y € X se cumple que
xOyYy=ydx.

(iii) La operaciéon @ tiene elemento neutro, es decir, existe cierto elemento ¢ € X que
cumple que
XPo=x

para cualquier x € X.

(iv) Todo elemento x de X tiene un elemento opuesto, es decir, existe otro elemento
y € Xtal que
xXdy=o.

(v) El orden es compatible con la operacién, es decir, para cualesquiera x,y,z € X
satisfaciendo que x < y, se cumple que

xbz<ydbz

Todo lo que dijimos sobre la notacién para cuerpos ordenados sigue siendo igualmente
vélido para los grupos ordenados, por lo que en general expresaremos su operacién con
el simbolo + y su elemento neutro por 0, salvo que haya riesgo de confusién. Ademas,
observad que todo cuerpo ordenado es también un grupo ordenado simplemente olvi-
déndonos de su producto, por lo que todo lo que demostremos para grupos ordenados
serd también cierto para cuerpos ordenados (de ahi que digamos que son una estructura
mas general).

Como ya hicimos con los cuerpos, supondremos siempre que nuestros grupos ordena-
dos no son triviales, es decir, que G no reduce al conjunto cuyo tinico elemento es el
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0. En particular, esto implica que en G siempre hay al menos un elemento x € G que
cumple que x > 0 (;por qué?).

4.2 Distancia y valor absoluto

Alhablar de la distancia entre dos niimeros racionales nos referimos a la diferencia entre
el mayor y el menor de ellos, pero observad que esta definicién de distancia no involucra
ninguna propiedad especial de los ntimeros racionales, por lo que podriamos definirla
para cualquier grupo ordenado. Ahora bien, existe una forma mucho més cémoda de
expresar esta definicién, pues observad que dados dos ntimeros racionales p y q se
cumple que «la diferencia entre el mayor y el menor de ellos» es exactamente igual al
«valor absoluto de su diferencia».

Todo lo dicho motiva la siguiente definicién.

Definicién 4.2. Sea G un grupo ordenado y x € G. Definimos el valor absoluto de x,
denotado por [x| o [x|g si existe riesgo de confusién, como

x si x>0
[x| == .
—x si x<0

Dados dos elementos x,y € G, definimos la distancia entre x e y, denotada por d(x, y)
o dg(x,y) si existe riesgo de confusién, como d(x,y) =[x —yl.

Como podéis observar, simplemente hemos generalizado las nociones conocidas para
los ntimeros racionales a cualquier grupo ordenado. Ademads, esta generalizacion del
concepto de distancia cumple ciertas propiedades tan ttiles que los matematicos deci-
dieron llamar «distancia» a cualquier funcién que las cumpla. Aunque esto es un tema
para otro viaje, presentaremos dichas propiedades, pues también nos seran de mucha
utilidad.

Lema 4.3. Sea G un grupo ordenado y x,y,z € G. Se cumplen:
(i) d(x,x) =0.
(ii)

(iii) d(x,y) = d(y,x).
) d(x,z) < dx,y) +d(y,z).

Si d(x,y) =0, entonces x = y.

(iv

Observad que todo tiene sentido. El primer punto nos dice que la distancia entre un
punto y él mismo es cero, mientras que el segundo nos dice que si la distancia entre dos
puntos es nula, entonces es que realmente son el mismo punto. La tercera propiedad
nos dice que la distancia entre x e y es la misma que la distancia entre y y x, como
deberia ser, mientras que el dltimo punto nos dice que si queremos medir la distancia
entre X y z, no «ganaremos terreno» visitando primero un punto intermedio y. A esta
ultima propiedad se la conoce como desigualdad triangular.

Como hemos definido la distancia en términos del valor absoluto, para demostrar el lema
anterior necesitaremos también algunas propiedades importantes del valor absoluto que
no son mas que generalizaciones de las propiedades que todos conocemos.
Lema 4.4. Sea G un grupo ordenado y x,y € G. Se cumplen:

(i) x| = 0si, y solosi,x =0.

(i) [—x| = [xl.

(iii) 0 < max{x, —x} = [x|.
(iv) x+yl <Xl +yl
W) IIxl =yl < x—yl.
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El nombre de «desigualdad triangular» proviene de que en un tridngulo la suma de las
distancias de dos de sus lados es siempre mayor o igual que el otro lado.

(vi) x| <ysi, ysolosi, —y <x<vy.
Ademds, si G es un cuerpo ordenado, entonces también se cumplen:

(vii) [x -yl =I[x[-yl.
Ix

(viil) Siy # 0, entonces %
La demostracién de ambos resultados es bastante sencilla y podéis consultarla aqui,
pero os recomiendo que intentéis demostrarlos por vosotros mismos para practicar.

4.3 Conjuntos acotados inferiormente

Cuando introdujimos la definicién de cota superior o de supremo, estoy seguro de que
mas de uno de vosotros se pregunté por la existencia de una definicién analoga, pero
para elementos que son siempre menores a todos los de un conjunto dado.

Definicién 4.5. Sea X un conjunto ordenado y A C X un subconjunto de X. Diremos
que x € X es una cota inferior de A si x < a para cada elemento a € A. Si existe alguna
cota inferior para A diremos que A esta acotado inferiormente, y en dicho caso diremos
que un punto x € X es el infimo de A si es la mayor de las cotas inferiores de A, es decir,
si x es una cota inferior de A y dada cualquier otra cota inferior y de A se cumple que
Yy < x. Si existe, denotaremos el infimo de A como inf(A).

Ademas, diremos que A esté acotado si esta acotado superior e inferiormente.

Observad que para grupos ordenados el Lema 4.4 (vi) nos da una forma equivalente de
expresar la acotacién utilizando el valor absoluto:

Lema 4.6. Sea G un grupo ordenado y A C G un subconjunto de G. Se cumple que A estd
acotado si, y solo si, existe un x € G con x > 0 tal que

lal < x

para cada a € A.

Demostracion. Por un lado, si A estd acotado, entonces lo esta superior e inferiormente,
con lo que existen y, z € G tales que



DEMOSTRACION DE LOS
LEMAS 4.3 Y 4.4

Comencemos demostrando el Lema 4.4.

Para demostrar (i), observemos que si x = 0, entonces claramente |x| = x = 0, luego
solo resta por demostrar la implicacién reciproca. Es decir, supongamos que [x| =0y
veamos que entonces x = 0. Si fuera x < 0, entonces —x = |x| = 0, pero esto implica
que x = 0 y tenemos una contradiccién. Por tanto, debe ser x > 0 y conello 0 = [x| = x
tal y como querfamos ver.

Para demostrar (ii) distingamos tres casos:

= Six > 0, entonces |x| = x, mientras que —x < 0, luego |—x| = —(—x) = x.
= Six =0, entonces x| = 0 = |-0| = |—x|.
= Six < 0, entonces |x| = —x, mientras que —x > 0, luego |—x| = —x.

En cualquier caso vemos que |x| = |[—x| tal y como buscédbamos ver.

Para demostrar (iii) observemos que si x > 0, entonces —x < 0 < x y asi

0 < max{x, —x} =x = |x]. 1)
Por otro lado, si x < 0, entonces —x > 0 > x y asf

0 < max{x, —x} = —x = [x| (2)

Juntando (1) y (2) obtenemos (iii) de forma inmediata.

Para demostrar (iv) tenemos que distinguir nuevamente dos casos. Six +y > 0, entonces

X+yl=x+y <Ixl+yl,
(iii)

mientras que si x +y < 0, entonces

x+yl=—-(x+y) =—x+(—y) <Ixl+ Nyl

(i)
En cualquier caso queda demostrado (iv).

La demostracién de (v) es una consecuencia inmediata de (iv):
= Si |yl < [x], entonces
lxl =yl = IxI =Tyl ®3)
Ademas, por (iv) tenemos que
Xl =l(x—y)+yl < x—yl+yl,

con lo que
Xl =yl < x—yl,

que por (3) es justo lo que queremos ver.





= Si x| < |yl, entonces
lxI =yl = =(Ix| = lyl) = [yl —IxI.
Ademés, por (ii) y (iv) tenemos que
Wyl =1y —x) +xI <y —x[+ X =|-(y =x)|+ x| =[x —y[+x],

con lo que
yl—Ix[ < x—yl,

que por (4) es justo lo que queremos ver.

Veamos ahora la demostracion de (vi).
Si x| <y, para variar distingamos dos casos.

Six > 0, entonces
0<x=K<y,

conlo quey > 0y asi —y < 0, obteniendo que
—y<0<x=K<vy.
Por otro lado, si x < 0, entonces —x > 0y [x| = —x, con lo que
0<—x=kl<uy.
Esto implica que —y < x y con ello
—y<x<0<—x=x<y.
En cualquier caso, de (5) y de (6) obtenemos que

—y<x<y.

Reciprocamente, supongamos que —y < x < Y. Entonces, si x > 0 tenemos que
x| =x<vy,
mientras que si x < 0, como —x < Yy (por ser —y < x) tenemos que
x| = —x < y.

En cualquier caso obtenemos que |x| < y tal y como queriamos ver.
Supongamos ahora que G es un cuerpo ordenado y demostremos (vii).

Para ello distinguiremos varios casos:

" Six=00y =0, entoncesx-y =0y |x| =00 |yl =0, luego
Ix-yl=0=[x-lyl.

Podemos suponer entonces en el resto de casos que x e y son no nulos.

= Six >0ey >0, entonces x -y > 0y tenemos que
-yl=x-y ="yl
= Six >0ey <0, entonces x -y < 0y tenemos que
x-yl=—(x-y) =x-(—y) = Klyl.

= Six < 0ey > 0se prueba de forma andloga al punto anterior.





» Six <0ey <0, entonces x -y > 0y tenemos que
x-yl=x-y=(=x)-(=y) = K-yl

Vemos que en cualquier caso se cumple lo deseado.

Finalmente demostraremos (viii), para lo cual, por (vii), basta ver que

= 7
‘ Y ’ Iyl 7
Ademas, también por (vii) se tiene que

1 1

1‘y~’yl~‘ ,

Y Y
luego el inverso de [yl es justamente ’% , que es lo que queriamos demostrar en (7).
Con esto podemos dar por finalizada la demostracién del Lema 4.4. [

Veamos ahora la demostraciéon del Lema 4.3.

La demostracién de (i) es inmediata, pues
d(x,x) =x—x| =10 =0.

Por otra parte, la demostracién de (ii) es una consecuencia inmediata del Lema 4.4 (i),
ya que si d(x,y) = 0, entonces |x —y| = 0 y dicho lema nos dice que x —y = 0, luego
que x =Y.

Para demostrar (iii) observemos que por el Lema 4.4 (ii) tenemos que
dix,y) =k =yl =l-(x—yll =y —x| = d(y,x).
Por tltimo, la demostracién de (iv) es consecuencia inmediata del Lema 4.4 (iv), ya que
dix,z) =k =zl =lx —y) + (y =2 < k =yl + ly =zl = dlx, y) + d[y, 2).

Con esto quedan demostrados los cuatro puntos del Lema 4.3. n
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paracada a € A. Como G no es trivial, existe ciertow € G conw > 0, luego si definimos
x == max{lyl, [zl} +w,
el Lema 4.4 (iii) nos garantiza que x > 0y que
—x<—lyl<y<a<z<zl<x
para cada a € A. Utilizando entonces Lema 4.4 (vi) concluimos que
lal < x

paracada a € A.

Reciprocamente, si suponemos que existeunx € G talquex >0y
lal < x
para cada a € A, entonces el Lema 4.4 (vi) nos da que
—x<a<x

paracada a € A, conlo que A estd acotado superior e inferiormente, luego acotado. W

Podriamos pensar que si en la Definicién 2.5 cambiamos las nociones de supremo
y acotacién superior, por las de infimo y acotacién inferior, tendremos otro tipo de
completitud geométrica, pero resulta que esta hipotética nueva definicién no aporta
nada nuevo:

Teorema 4.7. Sea X un conjunto ordenado. Se cumple que X es Dedekind-completo si, y solo si,
todo conjunto no vacio y acotado inferiormente tiene infimo.

Demostracion. Supongamos que X es Dedekind-completoy sea A C Xno vacioy acotado
inferiormente. Podemos entonces definir el conjunto

B:={x e X:x < aparacadaa € A},

el cual es no vacio (al estar A acotado inferiormente) y estd acotado superiormente por
cualquier elemento de A. Al ser X Dedekind-completo tenemos que existe b = sup(B)
y solo resta por ver que b = inf(A).

En primer lugar, veamos que b es cota inferior de A. En efecto, dado a € A se tiene
que a es cota superior de B, luego como b es la menor de las cotas superiores de B,
obtenemos que b < a.

Por otra parte, si y es cota inferior de A, entonces y € B y al ser b cota superior de B
obtenemos quey < b.

Esto prueba que b es la mayor de las cotas inferiores de A, es decir, que b = inf(A) tal
y como queriamos ver.

La implicacién reciproca se demuestra de forma analoga y os la dejo como ejercicio. W

Para finalizar, veamos un lema que, aunque no lo utilizaremos en esta seccién, serd muy
atil més adelante.

Lema 4.8. Sea G un grupo ordenado, A C G un conjunto no vacio y sea —A el conjunto
definido como
—A:={—-a:a €Al

Se cumplen:

(i) Si A estd acotado superiormente (resp. inferiormente), entonces —A estd acotado
inferiormente (resp. superiormente). Ademds, si existe el supremo (resp. infimo) de A,
también existe el infimo (resp. supremo) de —A y se cumple que

inf(—A) = —sup(A) (resp. sup(—A) = —inf(A)).
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(if) Si —A estd acotado superiormente (resp. inferiormente), entonces A estd acotado
inferiormente (resp. superiormente). Ademds, si existe el supremo (resp. infimo) de —A,
también existe el infimo (resp. supremo) de A y se cumple que

inf(A) = —sup(—A) (resp. sup(A) = —inf(—A)).

Os dejo la demostracién de este sencillo lema como ejercicio con el que asentar bien los
conceptos de infimo y supremo.

4.4 Limites en grupos ordenados

Ahora que ya tenemos una nocién general de distancia en cualquier grupo ordenado
(luego también en cualquier cuerpo ordenado), podemos formalizar eso de que «la
distancia entre los términos de una sucesién es cada vez menor».

Definicién 4.9. Sea G un grupo ordenado y {xn}}7_, una sucesién de elementos de G.
Diremos que {xn}3_, es una sucesién de Cauchy si dado cualquier ¢ € G con ¢ > 0,
existe un natural N € IN de modo que sin, m > N, entonces d(xn,Xm) < €.

Vemos que esta definicién captura de manera formal justo lo que esperdbamos: una
sucesion serd de Cauchy si finalmente todos sus términos estan tan cerca entre si como
queramos. Aunque no es trivial, aqui podéis ver que la sucesién que dimos como ejemplo
en la entrada anterior es realmente una sucesién de Cauchy en Q.! Asi, por ejemplo,
podemos asegurar que a partir de algtin momento (que puede ser a partir del término
10,e1500 0 el 1000'99, pero lo importante es que podemos asegurar que dicho momento
llegard), la distancia entre los términos de dicha sucesién serd menor que 101W’ con lo
cual, a no ser que hagamos un «zoom» inmenso, parecerd que todos los términos de la
sucesién son realmente un mismo ntmero. Parecerd que la sucesion se aproxima a cierto
nimero. Sin embargo, ya argumentamos que esta sucesién no se aproxima a ningtn
nimero racional, pero la explicacién que dimos era heuristica, con lo que para asegurar
que todo lo que decimos tenga un sentido preciso también necesitamos especificar a
qué nos referimos con que una sucesién se «aproxime a un ndmero».

Como antes, la idea es decir que una sucesién {xn}_, en un grupo ordenado G se
aproxima a un punto x € G si dado cualquier ¢ > 0, a partir de algtin momento la
distancia entre los términos de nuestra sucesién y x serd menor que dicho €. Es decir,
que dado cualquier «error prefijado» ¢ > 0 que queramos, nuestra sucesién termina
aproximando a x con un error incluso menor que dicho ¢. Para evitar las imprecisiones
que la palabra «aproximar» pueda tener, en matemdticas solemos decir que, si ocurre lo
anterior, la sucesién converge a x, o bien que tiene limite x. Mds formalmente tenemos:

Definicién 4.10. Sea G un grupo ordenado, {xn }}7_, una sucesién de elementos de G
y x € G. Diremos que {xn };Y_, converge a x o tiene limite x, lo que denotaremos por
limxn, = x, si dado cualquier ¢ € G con ¢ > 0, existe un natural N € IN de modo que
sin > N, entonces d(xn,x) < €.

Diremos que la sucesion {xn }5r_, es convergente si existe un x € G tal que limx, = x.

Como ocurria con las sucesiones de Cauchy, es importante observar que el natural N
de la definicién anterior depende del ¢ elegido. Fijaos que esto tiene todo el sentido del

! En este punto alguien podria argumentar que la definicién anterior no captura exactamente lo que dijimos
en la entrada anterior. En dicha entrada, parece que lo que buscdbamos era que la distancia entre términos
consecutivos de una sucesion fuera finalmente tan pequefia como deseemos, pero una sucesién de Cauchy
nos pide més, nos pide no solo que los términos consecutivos estén finalmente tan cerca como deseemos,
sino que TODOS los términos estén finalmente tan cerca entre si como deseemos. Resulta que ambos
conceptos no son equivalentes y podéis obtener mas informacién sobre esto aqui, aunque os recomiendo
terminar la seccion antes de leer esta digresion, ya que en ella utilizaremos conceptos que se introducen a
continuacion.
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EJEMPLO DE SUCESION DE
CAUCHY

Veamos que la sucesion {qn J_, definida como qo =2y

1 1
dnt1 = 5qn + an

sin > 0, es una sucesién de Cauchy en Q.

En primer lugar, es muy sencillo ver por induccién que
1<qn<2 @
para cada n € IN. Ademas, también podemos ver que
dn >2 (2)

paracadan € IN.

En efecto, es claro que q% =4>2ysiesn > 1, tenemos que

5 ,5 1 2 \? 1( 5 4
qn—zzqmq)ﬂ—zzz Qn—1+qn7] —2= qn—1+4+q27 -2

4 n—1
(5 4 1( 2 )2
= g2 =4+ — | =-(qn1— > 0.
4 (qn 1 qi]> 4 dn—1 qn1

Esto implica que

2
g7 —2
dn —qn+41 = ; > 0
n Dy @
luego la sucesién es decreciente, es decir,
dn+1 < qn 3)

paracadan € IN.

Por otro lado, observad que dados n < m tenemos que

22 <2y
= < = m
CIannHU quE

mientras que si m < n, entonces
2
— < qn S qn-1 < < qm,
Idn o © ©) ©)

con lo que en cualquier caso obtenemos que

para cualesquieran, m € IN.
Observemos ademads que para cada n > 0 se tiene que

z 1. rt_2 1. .1 2_‘( 2) 5)
N 27 T T e 02T T am )

N





y esto implica que dados n, m € IN con n < m se cumple que

SOV A TR
dn —qml=qn —dm S dn S2 In—1 Gr 1 S22 qn-2 In_2

(6)

N\

/N
N—l
3|
I/~ =
0

o

|

IS
N 2

I
N—A
3

Con todo, dado ¢ € Q con ¢ > 0, tomamos N € IN tal que1 ZLN < ¢. Entonces, dados
n, m > N, si es p = min{n, m} tenemos que

1
— < 5o < <g,
‘qn qm‘BZP\ZN

y esto es justo lo que querfamos demostrar. |

I Podemos asegurar que este N € IN existe al ser lim zin = 0,lo cual quedard demostrado de forma rigurosa
en la siguiente entrada.






SOBRE LA DEFINICION DE
LAS SUCESIONES DE CAUCHY

Como ya hemos comentado, alguien podria preguntarse por qué no definimos las
sucesiones de Cauchy de forma més simple como:

Sea G un grupo ordenado y {xn for_, una sucesion de elementos de G. Diremos que {xn}3°_
es una «sucesion de Cauchy» si dado cualquier € € G con € > 0, existe un natural N € IN de
modo que sin > N, entonces d(xn, Xn+1) < €.

La razén es muy simple, pero requiere una explicacién. Al definir las sucesiones de
Cauchy lo que realmente buscamos es caracterizar las sucesiones convergentes sin
necesidad de hablar de limites. Es decir, buscamos una forma alternativa de demostrar
que una sucesién es convergente sin necesidad de conocer previamente su limite. Ya
sabemos que esta equivalencia entre sucesiones de Cauchy y sucesiones convergentes no
es siempre cierta, sino que precisamente nos sirve para caracterizar de forma alternativa
los cuerpos ordenados Dedekind-completos, ;pero que pasa con las «sucesiones de
Cauchy» que acabamos de definir? Pues resulta que esta definicién no es adecuada para
caracterizar la convergencia, ni siquiera en cuerpos ordenados Dedekind-completos.
Vedmoslo con un ejemplo.

Consideremos la sucesién de niimeros racionales {x,, }%°_; definida como

n
=Y
k=1

1

&1

Tenemos entonces que
1

Tl

con lo que cumplird esta definicién que hemos dado de «sucesién de Cauchy» (;por
qué?), pero resulta que esta sucesion no converge en ningtin cuerpo ordenado R, pues
no es de Cauchy (recordad que el Lema 4.13 nos dice que en cualquier grupo ordenado,
si una sucesién converge, entonces es de Cauchy). En efecto, observemos que

Xn+1 —Xn

2n 1 2n 1 n 1
X2n —Xn = Z E> Z ﬂzﬁzil
k=n-+1 k=n+1

luego tomando € = % € R, no puede existirningin N € IN tal quesin, m > N, entonces
[Xxn —Xml| < € (pues basta tomar n = N y m = 2N y sabemos que |xn —X2n]| = €).

En definitiva, este ejemplo muestra de manera clara que esta definicién alternativa para
las sucesiones de Cauchy no es adecuada para nuestros objetivos, y por esta razén
hemos necesitado «pedir un poco més» en su definicién.
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mundo, porque si queremos aproximar un punto x a través de una sucesioén {x,, } con
un error € > 0 muy pequefio, es obvio que necesitaremos ir «maés lejos» en la sucesién
para alcanzar el punto N a partir del cual d(xn,x) < €, que si queremos aproximar x
con un error més grande.

Por otro lado, gracias al Lema 4.4 (vi), podemos asegurar que {xn }\_, converge a x si, y
solo si, dado € € G con € > 0 existe un natural N € IN de modo que sin > N, entonces
X—€&<xXn<X+Ee.

Observad que aunque x; cumple que x — ¢ < xp < X + ¢, realmente el valor minimo de N que
satisface la definicion de limite parael ¢ > 0 dadoes N = 6.

El siguiente lema es también inmediato (os aconsejo que lo demostréis), pero resulta
muy ttil en muchas ocasiones.

Lema 4.11. Sea G un grupo ordenado, {xn }5_, una sucesion de elementos de G y x € G. Se
cumple que lim xn, = x si, y solo si, lim |xn, —x| = 0.

Con estas nuevas definiciones, el problema analitico de Q puede resumirse en que
en Q existen sucesiones de Cauchy que no son convergentes, y esto motiva siguiente
definicién:

Definicién 4.12. Diremos que un grupo ordenado G es Cauchy-completo si toda suce-
sién de Cauchy en G es convergente.

Ante esta definicién podriamos preguntarnos si no tendria también sentido considerar
otra definicién de «completitud» reciproca, es decir, preguntarnos si pueden haber
sucesiones convergentes que no sean de Cauchy.

Por suerte para los que tenemos mala memoria no necesitamos una nueva definicién,
tal y como muestra el siguiente lema:

Lema 4.13. Sea G un grupo ordenado y {xn}{_, una sucesion convergente en G. Entonces
{(xn}C_ es de Cauchy.

Demostracion. Seax € G el limite de {xn,} y tomemos ¢ € G con ¢ > 0. Distingamos dos
casos:

= Siexiste cierto € G tal que 0 < 6 < ¢, entonces tenemos que ¢ — 6 > 0y con ello
que existen ciertos N1, N, € IN tales que

[xn —x| < 6 )

paracadan > N7y
[xn —%x| <e—25 (2)
para cada n > N;. Definiendo entonces N := max{Ny, N} tenemos que si

n, m > N, entonces

IXxn —Xm| = [(xn —%) + (x = xm)| < [xn — %[+ [xm — x| (.)<(,5+(£_6) =g,
y (2

tal y como queriamos ver.

= Sino existe ningtn 6 € G tal que 0 < < ¢, entonces existe cierto N € IN tal que
xn = x para cada n > N. En efecto, como lim x,, = X, tenemos que existe cierto
N € N tal que
[xn —x| < €.

7
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Ahora bien, si fuera [x, —x| > 0 para algtin n > N, entonces tendriamos que
0<|xn—x|<cg,

lo que contradice la suposicién inicial de este caso. Esto implica que [xn —x| = 0
para cadan > N y con ello obtenemos que x;, = x paracadan > N.

Con todo, es claro que si n, m > N, entonces
Xn —xm|=Kk—x=0<e¢,
tal y como queriamos ver.

En cualquier caso obtenemos la desigualdad deseada, y esto prueba que {xn,} es una
sucesién de Cauchy. [

Tenemos ahora dos conceptos distintos de completitud para cuerpos (o grupos) ordena-
dos, uno geométrico y otro analitico, con lo que la pregunta obvia es: jcoinciden ambos
conceptos?

En breve responderemos a la pregunta anterior, pero antes veamos algunas propiedades
sobre este concepto de limite.

En primer lugar, comencemos con una cuestioén técnica que es muy «tonta», pero requie-
re un minimo de atencién. Observemos que, en muchas ocasiones, nos encontramos con
sucesiones en grupos ordenados cuyo subindice no comienza en cero. Por ejemplo, al
considerar la sucesion {xn}f:1 dada por xn, = % no tiene sentido hablar de x¢. Sin em-
bargo, siempre podemos definir que, por ejemplo, xg = 0, y obtener asi que la sucesiéon
comienza en cero y se adecua a nuestras definiciones. El problema ahora es que hemos
definido x¢p = 0 como podriamos haber definido xy = —42, ;qué valor debemos elegir

en este tipo de situaciones?

La respuesta es que, de cara al estudio de los limites, no importa qué valores tome la
sucesion en sus primeros términos:

Lema 4.14. Sea G un grupo ordenado, x € G y {xn}x_ o AYn}X_ sucesiones de elementos
de G tales que existe un N € IN de modo que sin > N, entonces xn = Yn. En dicho caso, se
cumple que {xn } converge si, y solo si, {yn} converge, y ademds lo hacen al mismo limite.

Ademds, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) La sucesion {xn}3>_, converge a x.
(ii) Dado cualquier N € IN, la sucesion {xn }30_n, converge a x.

(iii) Existe un N € IN tal que la sucesion {xn }5c_ converge a x.

La demostracién es muy sencilla, pues solo consiste en observar que en la definicién de
limite solo nos importa que la sucesion esté finalmente cerca del limite, no nos importa
para nada si sus primeros términos se alejan mucho del limite. Os dejo a vosotros
completar los detalles.

Gracias a este lema, podemos asegurar que todos los resultados que veamos sobre
limites serdn vélidos para sucesiones de la forma {x, }%°_y, y no solo para aquellas cuyo
subindice comienza en cero. Ademads, este lema también nos permite hablar del limite
de sucesiones cuyos primeros términos podrian no estar bien definidos. En efecto, si
una sucesion {xn }%°_, puede no estar bien definida para sus primeros términos (pensad
en el ejemplo de x, = %), pero sabemos que existe un ntimero natural N tal que xn
si estd bien definida para cada n > N, entonces simplemente definimos sus primeros
términos como 0 y su limite como el limite de la sucesién {xn}}7_y, sabiendo que el
lema anterior nos asegura que no importa el valor de N que tomemos, ni que valor le
demos a los x;, paran < N (siempre que X, esté bien definida a partir de dicho valor,
claro).

Resuelto este tecnicismo, comencemos viendo que, para tranquilidad de muchos, el
limite de una sucesién es tinico.

8
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Lema 4.15. Sea G un grupo ordenado, {xn }3°_ , una sucesion en G yx,y € G. Si xn, converge
ax ey, entonces x =y. Es decir, el limite de una sucesién en un grupo ordenado es tinico.

Demostracion. Supongamos, por reduccién al absurdo, que x # y, luego que x < y o
Y < x al ser el orden en G total. Demostraremos el caso en que x < y, pues el otro es
completamente andlogo. Ahora, distingamos dos casos:

= Siexiste un z € G tal que x < z < y, entonces z—x > 0y como limxn = x,
sabemos que existe un N7 € IN tal que sin > Ny, entonces

[xn —x| <z—x. 3)

Por otro lado, también se tiene que y —z > 0 y como limx,, =y, sabemos que
existe un N, € IN tal que sin > Nj, entonces

xn—yl<y-—z 4)
Tomando entonces N = max{N7, N3}, tenemos por (3) que
x—(z—%x) <xn <x+(z—%x) =2z
luego en particular xy < z. Ahora bien, usando (4) obtenemos que
z=y—(y—z)<xn<y+(y—z),

y en particular xN > z, lo que supone una contradiccién.

= Sino existe ningtin z € G tal que x < z < y, definamos ¢ := y —x > 0. Como
limxyn = x, existe un Ny € IN tal que

[xn —x| < g, )
y como limx, =1y, existe un N, € IN tal que
xn—yl <e. (6)

Como antes, tomando N = max{N7,N;}, tenemos por (5) que xy < X+€ =Y,y
por (6) obtenemos que xN > Y — € = x. En definitiva, hemos obtenido un punto
xN € G tal que x < xy <y y esto contradice la suposicién inicial de este caso.

Como en cualquier caso obtenemos una contradiccién, solo podemos concluir que, en
efecto, x =y tal y como querfamos demostrar. [

Otra propiedad importante de los limites es que toda sucesién convergente, 0 mds en
general toda sucesion de Cauchy, estd acotada, es decir, el conjunto {xn, : n € IN} estd
acotado.

Proposicion 4.16. Toda sucesion de Cauchy en un grupo ordenado G estd acotada. En particular,
toda sucesién convergente en G estd acotada.

Demostracion. Sea {xn}>_, una sucesién de Cauchy en G. Por definicién, fijado cierto
z € G con z > 0 (que existe al no ser G trivial), existe un N € IN tal que

Xn —Xml < z )
para cadan, m > N. Si ahora definimos
y = max{lxjl+zIx2|+z,...,[xn|+2} >0,
por el Lema 4.6 basta con ver que

xnl<y (8)

9
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para cadan € IN, para concluir que la sucesién esta acotada.

Sin més, si n < N, entonces es claro que
xnl < xnl+z<vy,
mientras que sin > N, por (7) obtenemos que
Xnl = l(xn —xn) +xn| < Pen —xnl+ x| < z 4 x| < y.

En cualquier caso se cumple (8) y con ello queda demostrada la proposicién. u

Es también muy importante la relacién entre los limites y las operaciones en un grupo
ordenado:

Teorema 4.17. Sea G un grupo ordenado, x,y € G y {xn}3X_o {ynlir_ sucesiones de
elementos de G convergentes a x ey respectivamente. Se cumplen:

(i) Lim|xn|= x|
(i) im(xn +yn) =x+v.
(iii) lim(xn —yn) = x —y. En particular, im(—xn ) = —x.
Si ademds G es un cuerpo ordenado, entonces también se cumple que:
(iv) im(xn -yn) =x-y.
1

(v) Siy #0,lim ;‘—‘; = % En particular, lim J—n =3
Observad que este teorema simplemente nos dice que siempre podemos intercambiar el
limite con las operaciones, pero el tltimo punto requiere un poco de cuidado. Estamos
diciendo que si y # 0, entonces lim y]—n = %, (pero qué ocurre si algn yn = 0? Ya
hemos visto que el Lema 4.14 nos garantiza que si yn = 0 tinicamente en una cantidad
finita de puntos, entonces podemos definir sin ningtin problema el limite de la sucesién

{1/yn}, ¢pero qué ocurre si existe una cantidad infinita de términos yn, que son nulos?

Esto puede suceder en general, por ejemplo, sucede en la sucesion {xn}_, definida
como xn, = 1 sim es impar, y xn, = 0 si n es par. Sin embargo, el siguiente resultado
nos da una relacién muy fuerte entre el limite y el orden que implica que lo anterior no
puede ocurrir en las condiciones del Teorema 4.17.

Teorema 4.18. Sea G un grupo ordenado, X,y € G y {xn}%X_y {yn)_ sucesiones de
elementos de G convergentes a x ey respectivamente. Se cumplen:

(i) Six <y, entonces existe un N € IN tal que xn, < yn paracadan > N.
<y

(if) Siexisteun N € IN tal que xn, < Yn para cadamn > N, enfonces x

Como deciamos, si {yn}y_, converge a cierto y no nulo, entoncesy < 0oy > 0,y (i)
en el teorema anterior (tomando x = 0 y xn = 0 para cada n € IN) nos asegura que
existe un N € IN tal que 0 < yn o yn > 0 (segtn el caso) para cadan > N, luego en
particular, yn, # 0 para cadan > N que es justo lo que queriamos ver.

La demostracién de los dos teoremas anteriores puede consultarse aqui, pero la idea
geométrica de este tltimo resultado es bastante simple y se muestra en la siguiente
imagen.

Para & > 0 suficiente pequefio, las sucesiones «se separan».
(En verde la sucesién {xn} y en rosa la sucesion {yn })

Una observacién importante sobre el Teorema 4.18 es que aunque podamos asegurar
que xn, < Yn para cada ndmero natural n a partir de cierto N € IN, esto no implica que
x < y. Por ejemplo, las sucesiones de racionales dadas por xn = 2+ % eyn =2+ %



DEMOSTRACION DE LOS
TEOREMAS 4.17 Y 4.18

Comencemos demostrando el Teorema 4.18.

Para demostrar el primer punto debemos distinguir dos casos:

= Siexisteunz € Gtalquex < z < y, de forma andloga a lo visto en la demostracién
del Lema 4.15 obtenemos un N € IN tal que sin > N, entonces

XxX—(z—%X)<xn<x+(z—x)=z

z=y—(y—z)<yn <y+(y—z).

En particular tenemos que xn < z < Yn, luego que xn < yn sin = N, que es
justo lo que buscdbamos.

= Sino existe ningtin z € G tal que x < z < Yy, de nuevo podemos asegurar que

existe un N € IN tal que sin > N, entonces

x—(y—x)<xnp<x+y—x)=y

x=yYy—(y—x) <yn <y-+y-—x).

Tenemos entonces que xn < Yy x < Yn paracadan > N, luego xn < yn para
cadamn > N, pues sino fuera asi, es decir, si yn < xn, para alginn > N, entonces
X < Yn < Xn < Yy esto contradice que no existe ningtin elemento de G entre x e

y.
Ahora, la demostracién del segundo punto es una consecuencia inmediata de (i).

En efecto, si suponemos, por reduccién al absurdo, que (ii) es falso, entonces debe
existir un N € N tal que xu < yn paracadan > N, peroy < x. Ahora bien, por (i)
obtenemos que existe un M € IN tal que yn < xn para cada n > M, luego tomando
K = max{N, M} tenemos que xx < yxk (al ser K > N), pero también yx < xi (al ser
K > M), y esto nos da la contradiccién buscada. n

Pasemos ahora a demostrar el Teorema 4.17.

Para demostrar (i), observemos que dado ¢ € G con ¢ > 0, como limx,, = x, existe
cierto N € IN tal que
xn —x| < ¢

sin > N, luego por el Lema 4.4 (v) tenemos que
Xn| = Ixll < lxn —x| < ¢
para cadan > N, que es justo lo que queriamos demostrar.

Veamos ahora la demostracion de (ii).

Debemos ver que dado ¢ € G con ¢ > 0, existe un N € IN tal que
l(xn+yn) —(x+yll <e @

paracadan > N.

Distingamos dos casos:





= Si existe cierto € G tal que 0 < & < ¢, entonces tenemos que € — 8 > 0 y como
limxy =xylimyn =y, existen ciertos N1, N, € IN tales que

[xn —%x| < 6 ()
paracadan > Ny
lyn —yl<e =95 (3)

paracadan > Nj.Definiendo N := max{N, N} tenemos quesin > N, entonces

I(xn +Yyn) — (x+y)l = (xn =%) + (Yn —Y)I < Ixn — x|+ [yn —yl
<o+ (e—08) =g,

2y©)

tal y como querfamos ver.

= Sino existe ningtn 6 € G tal que 0 < & < ¢, entonces, tal y como vimos en el
Lema 4.13, existen ciertos N1, N, € IN tales que x,, = x para cadan > Nj e
Yn =y paracadan > N;. Definiendo N := max{N7, N;} tenemos quesin > N,
entonces
l(xn +yn) = (x+y)l =lx+y) = (x+y)l=0<g,

tal y como queriamos ver.
En cualquiera de los dos casos se cumple (1), con lo que queda demostrado (ii).
Para demostrar (iii), comencemos viendo que lim(—xn ) = —x.

En efecto, dado ¢ € G con € > 0, sabemos que existe cierto N € IN tal que [xn —x| < €
paracadan > N, y como
I(=xn) — (=x)| = [x —xnl,

es obvio que
[(=xn) = (=)l < &

paracadan > N.

Ahora, para ver que lim(xn —yn) = x —y, basta observar que xn —Yn = Xn + (—Yn),
luego podemos aplicar (ii) junto a que lim(—yn ) = —y para obtener el limite deseado.

Pasemos ahora a demostrar (iv), para lo cual suponemos ademds que G es un cuerpo
ordenado.

En primer lugar, como {x,,} es convergente, la Proposicién 4.16 nos asegura que estd
acotada, luego existe cierto M € G con M > 0, tal que

xnl <M 4)

paracadan € IN.

Dado entonces ¢ € G con € > 0, como limx,, = xy limyn, =y, existen N, N, € N
tales que’

(5)

I
Xn — X < —/—m—
n X< R

paracadan > Ny

I3
yn —yl < ™M (6)

paracadan > Nj.

1 Recordemos que al ser G un cuerpo ordenado, vimos en la entrada anterior que contiene una copia perfecta
de los ntimeros racionales. Asi, por este «2» nos referimos a la copia del 2 dentro de G (el x> que definimos
en la demostracién del Teorema 3.3).





Con todo, definiendo N := max{N7,N;} se tiene que sin > IN

Xn-yYyn —x-yl=Ixn-Yyn —xn-y) + (xn -y —x-y)l
<hn Yn —xn - yl+xn -y —x-yl=Ixnllyn —yl+ Yl xn —x

£ €
<Mlyn —yl+(yl+ M) xn—xl < =4+==¢,
(4) (5)y(6) 2 2

que es justo lo que queriamos demostrar.

Finalmente, para demostrar (v), andlogo a lo que hemos hecho con (iii), comencemos

' im-- =1
viendo que lim &= = .

Para ello, observemos que como y # 0, el Lema 4.4 (i) y (iii) nos dice que ly| > 0.
Ademés, por (i) sabemos que lim [yn | = [yl, luego (tomando ¢ := |y| /2 en la definicién
de limite) podemos asegurar que existe un N € IN tal que

Iyl
y

lyl yl
izm—idwkm+

> > @)

para cada n > Nj. Por otra parte, dado ¢ € G con ¢ > 0, como limyy, =y, existe un
N> € N tal que

[yl
yn—yl< e ®)

paracadan > Nj.

Definiendo entonces N := max{N1, N3} y usando el Lema 4.4 (viii), obtenemos que si
n > N se cumple que

ToT_yn—yl_ 2
— = < —lyn—yl<e,
’Un U‘ ynllyl o |y\2 Un IS

que es justo lo que queriamos demostrar.

; s Xn X Xn _ 1

Finalmente, para ver que lim ; = -, basta observar que ;™ = xn, - -, luego podemos

aplicar (iv) junto a que lim —y] = % para obtener el limite deseado. n
n
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cumplen que x,, < Yn para todo natural n, pero ambas sucesiones convergen a 2 (;por
qué?).

Un dltimo resultado muy ttil para el célculo de limites es el conocido como criterio del
sandwich:

Proposicién 4.19. Sea G un grupo ordenado y {xn}5x_ o, {Ynly_o {zZntn_o stcesiones en
G cumpliendo que existe un N € IN tal que Yyn < xn < zn para cada n > N. Entonces, si
limyn = limzn = x para algiin x € G, se cumple que limx, = x.

Demostracion. Dado € € G con € > 0, sabemos que existen N7, N, € N tales que
X—&<UYn <X+¢€ )
paracadan > Ny
X—€e<zZp <X+¢€ (10)

para cada n > N;. En particular, si definimos M := max{N, Ny, N} tenemos que si
n > M, entonces
X—€&<Yn <Xn <zn <Xx+¢g,

que es justo lo que queriamos demostrar. [

En la siguiente subseccién veremos que, tal y como anunciamos en la entrada anterior,
todo cuerpo Dedekind-completo es Cauchy-completo,” pero antes utilizaremos todo lo
visto para demostrar, de manera rigurosa, que Q no es Cauchy-completo, luego por lo
que veremos tampoco puede ser Dedekind-completo.

Consideremos la sucesién g, de niameros racionales definida en la entrada anterior
como qo =2y
1

1
dn+1 = Eqn + qin

sin > 0. Ya hemos comentado antes que dicha sucesién es de Cauchy, ;pero puede ser
convergente?

Supongamos que lo es, es decir, que existe cierto g € Q tal que limqn = q.

Utilizando entonces el Lema 4.14, tenemos que lim qn+1 = g, mientras que por el
Teorema 4.17 tenemos que’

L
_zq ,

. . 1 1 1.
q =limgn47 =lim Eqn—k— :Ehmqn—k q

gn lim qn

es decir, que el limite q de qn cumple que q = %q + %, o reordenando la ecuacién,

que q% = 2. Sin embargo, ya vimos en el Teorema 1.2 que la ecuacién x?> = 2 no tiene
soluciones en Q, y esto supone una contradiccién con la existencia del limite de {qn } en

Q.

4.5 Completitud geométrica y analitica

Retomemos ahora la discusién sobre nuestras dos nociones de completitud. Concreta-
mente, veamos que todo grupo Dedekind-completo es Cauchy-completo, para lo cual
nos fijaremos en un tipo muy concreto de sucesiones: las sucesiones monétonas.

2 Observad que esto es precisamente a lo que nos referiamos con que un cuerpo Dedekind-completo soluciona
los problemas analiticos de Q.

3 Observad que q # O, pues es facil demostrar por induccién que 1 < qn < 2 paracadan € N, y usando
el Teorema 4.18 (ii) se obtiene que 1 < q < 2.

"
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Definicién 4.20. Sea G un grupo ordenado y {xn }°_, una sucesién en G. Diremos que
la sucesién es creciente si X, < Xq41 para cadanaturaln € IN. Andlogamente, diremos
que es decreciente si x,, | 1 < X, para cada natural n € IN. Finalmente, diremos que la
sucesion es monétona si es creciente o decreciente.

¢Por qué nos fijamos en estas sucesiones? Pues porque si G es un grupo ordenado
Dedekind-completo y {xn}fzo es una sucesién monétona y acotada, entonces el si-
guiente resultado nos asegura que es convergente.

Teorema 4.21. Sea G un grupo ordenado y {xn }*_, una sucesion creciente (resp. decreciente)
y acotada superiormente (resp. acotada inferiormente). Se cumplen:

(i) Siexiste el supremo (resp. infimo) del conjunto {xn : 1. € N}en G, entonces {xn}5o_,
converge a dicho supremo (resp. infimo).

(i) Si existe el limite de la sucesion {xn }3°_,, entonces es igual al supremo (resp. infimo) del
conjunto {xn : 1 € N}

En particular, si G es Dedekind-completo toda sucesion creciente y acotada superiormente (resp.
decreciente y acotada inferiormente) es convergente y su limite es igual a su supremo (resp.
infimo).

Demostracion. Demostraremos el caso para sucesiones crecientes, pues el otro es com-
pletamente anélogo.

Comencemos demostrando (i), para lo cual supongamos que existe el supremo del
conjunto {x, : n € IN}, el cual denotaremos por x.

Dado entonces ¢ € G con ¢ > 0, por definicién de supremo se tiene que x, < x para
cadan € IN, mientras que x — € no puede ser cota superior de {x,, : 1 € IN}. Esto tltimo
implica que existe cierto N € IN tal que x — ¢ < xN, y como la sucesién es creciente
obtenemos que sin > N, entonces

X—E<XN SXn <X<X+E&.

La arbitrariedad de ¢ demuestra que, en efecto, lim x,, = x.

Probemos ahora (ii), es decir, supongamos que la sucesién converge a ciertox € Gy
veamos que es el supremo del conjunto {x,, : n € IN}.

En primer lugar, supongamos por reduccién al absurdo que x no es cota superior de
este conjunto. En dicho caso, existe cierto N € IN tal que x < x1 y, por ser {xn, } creciente,
obtenemos que X < xn, paracadan > N. Por el Teorema 4.18 (ii) obtenemos entonces
que xN < x (consideramos en dicho teorema la sucesién constante Yy, = xn), lo que
contradice que x < xpn. Puesto que hemos obtenido una contradiccién, tinicamente
podemos concluir que x si es cota superior de {xn, : 1. € IN}.

Sea ahora y una cota superior de {xn, : n € IN}. Entonces, x, <y paracadan € Ny
utilizando otra vez el Teorema 4.18 (ii) obtenemos que x < y. Esto prueba que x es la
menor de las cotas superiores de {xn : n € IN}, luego que es su supremo, tal y como
querfamos demostrar. [ |

Esto nos acerca a nuestro objetivo, pues ahora conocemos un tipo de sucesiones que
siempre son convergentes en un grupo ordenado Dedekind-completo. Ademads, sabe-
mos que toda sucesién de Cauchy estd acotada, pero, por desgracia, no es cierto que
toda sucesién de Cauchy sea monétona. Todavia tenemos que trabajar un poco més e
introducir un nuevo concepto: las subsucesiones.

La idea es muy sencilla, dada una sucesion {xn J5r_,, una subsucesién no es mds que
otra sucesién obtenida a partir de esta eligiendo ciertos elementos en orden creciente
respecto al subindice. Por ejemplo, sien Q tenemos la sucesién x,, = %, una subsucesion
suya puede ser Yn = ﬁ y otra puede ser z, = ﬁ, pero no serd una subsucesién

de {xnJ_; la sucesion {wn }3°_; definida como wy,, = ﬁ =Xan Y Won41 = Zn]ﬁ =

12
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X2n+1, puesto que NO estamos eligiendo los términos de {x» }5°_; en un orden creciente
respecto al subindice.

Formalmente, tenemos la siguiente definicién que, aunque resulte algo técnica, podéis
comprobar que simplemente formaliza la idea anterior.

Definicién 4.22. Sea X un conjunto y {xn}_q, {yn}r_, un par de sucesiones en X. Di-
remos que {Yn }X_, es una subsucesién de {xn }_, si existe una funcién estrictamente
creciente ¢ : IN — IN tal que

Yn = Xp(n)
paracadan € IN.

En los ejemplos anteriores tenemos que yn = Xg(n) con ¢ : N — IN dada por
d(Mm) = 2ny zn = Xy(n) con P(n) = 3n + 2, siendo tanto ¢ como P estrictamente

crecientes. Sin embargo, wy, = Xy (n) cONX : IN — IN dada por

2n si  nespar
x(ng{ P

. si mesimpar

que claramente no es creciente.

Pues bien, existe una relacién muy fuerte entre la convergencia de una sucesién y la de
sus subsucesiones:

Proposicién 4.23. Sea G un grupo ordenado y {xn}3°_, una sucesién convergente a cierto
x € G. Entonces, toda subsucesion de {xn}37_ converge a x.

Demostracion. Sea{yn}y_, unasubsucesién de {xy, }. Por definicion, existe entonces una
funcién estrictamente creciente ¢ : N — IN tal que yn = x4 (n) paracadan € IN.

Ahora, dado € € G con € > 0, sabemos que existe cierto N € IN tal que
Ixn —x| < € (11)

para cadan > N. Asi, tenemos que sin > N, entonces* p(n) > ¢(N) > N, y con ello

<&,
(11)

yn—x| = xgn) —x
que es justo lo que buscdbamos demostrar. n

Podriamos ahora preguntarnos si también serd cierto que si alguna subsucesién de una
sucesién converge, entonces la sucesiéon debe converger. Desafortunadamente, no es
dificil encontrar ejemplos que muestran que esta dltima afirmacién es mds falsa que
un billete de un euro (;podéis dar alguno?), pero si la sucesién es ademés de Cauchy,
entonces resulta que si es verdad.

Lema 4.24. Sea G un grupo ordenado y {xn}>_, una sucesién de Cauchy. Si existe una
subsucesion de {xn }>°_, convergente a cierto x € G, entonces {xn }>_, converge a x.

Demostracion. Por hipétesis, existe una subsucesién {yn fr_y de {xn}5r_, convergente
a x € G. Por tanto, existe una funcién estrictamente creciente ¢ : IN — IN tal que
Yn = X¢(n) paracadan € N.

Dado entonces ¢ € G con ¢ > 0, como ya es costumbre distinguimos dos casos:

= Siexiste cierto d € G tal que 0 < & < ¢, entonces ¢ — & > 0y existe cierto N7 € IN
tal que

4 Podéis demostrar, por induccién, que si ¢ : IN — IN es una funcién estrictamente creciente, entonces
$(n) > nparacadan € N.

13
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lyn — x| <e—5 (12)

para cada n > Nj. Por otra parte, como {xn, } es de Cauchy existe cierto N; € IN
tal que

Xn —xm| <8 (13)

paracadan, m > Nj.

Con todo, definiendo N := max{Ny, N} tenemos quesin > N, entonces ¢(N) >

Ny asi

xn =] < ben —ynl+lyn =% = [xn —xg [ Flun =] < 8+ (e=8)=¢,
2)y (13

tal y como queriamos demostrar.

= Sino existe ningtin § € G tal que 0 < & < ¢, como ya vimos en la demostraciéon
del Lema 4.13, existe cierto N7 € IN tal que yn, = x para cada n > Nj. Por otra
parte, como {xn } es de Cauchy existe cierto N, € N tal que

Ixn —xml <e (14)

paracadan, m > Nj.

Con todo, definiendo N := max{N7, N} tenemos quesin > N, entonces ¢(N) >

Ny asi
Ixn —x| = [xn —ynl= ‘Xn —Xp(N)| S &
tal y como queriamos demostrar.
En cualquier caso, queda demostrado que lim x, = %, tal y como queriamos ver. n

Aunque no lo parezca, estamos ya muy cerca de demostrar que todo grupo Dedekind-
completo es Cauchy-completo. Solo nos falta un dltimo ingrediente:

Lema 4.25. (Lema del sol naciente) Sea X un conjunto totalmente ordenado y {xn5r_, una
sucesion en X. Entonces, {xn }5_y tiene una subsucesién monétona.

Demostracién. Diremos que unntimeronatural N € IN es un pico de la sucesion {xn J5_
si para cadan > N, se cumple que xn, < X .

°
T2

Representacion gréfica de los picos (2 y 6) de una sucesién.

Tenemos entonces dos opciones respecto a los picos de la sucesién:

= Si{xnJ_, tiene infinitos picos, podemos enumerarlos y denotar el k-ésimo pico
como Ny, luego la funcién ¢ : IN — IN definida como ¢ (k) = Ny es, claramente,
estrictamente creciente.” Observamos entonces que, por la definicién de los picos,

5 De manera formal, definiriamos esta funcién ¢ de forma recursiva. ;Sabriais hacerlo?
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la subsucesién {yy }§7_ o dada por yi = x¢ (k) = XN, es estrictamente decreciente.
En efecto, si k < p, como Ny es un pico y N, > Ny, sabemos que yp = XN, <
XNy = Yk-

= Si {xn}fzo tiene dnicamente una cantidad finita de picos, entonces existe un
N € IN tal que ningtinn > N es un pico de la sucesién. En particular, definiendo
no = N tenemos que no es un pico y, por definicién, esto significa que existe
cierto natural ny tal que ny > ng, pero xn,; = Xn,. Ahora, comon; > ng =N,
tenemos que N1 tampoco es un pico y, de nuevo por definicién, existe un natural
n; tal que Ny > My y Xn, > Xn,. Podemos continuar este proceso® obteniendo
una sucesion estrictamente creciente de naturales ng < Ny < ny; < nz < ---
(que nos dan nuestra funcién estrictamente creciente ¢ (k) = ny), de modo que la
subsucesion {yi }3°_, dada por yx = xn, es creciente.

En cualquiera de los dos casos hemos obtenido una subsucesién monétona, que es justo
lo que querfamos demostrar. |

Pues ya estd, ahora si que disponemos de todos los ingredientes que necesitamos. Ya
podemos demostrar que todo grupo Dedekind-completo es Cauchy-completo. Os dejo
un momento para que lo penséis vosotros mismos... ;Ya? ;Seguro que lo habéis pensado
yno habéis seguido leyendo sin mas? Os dejo un minuto més... Ahora s, ;verdad? Vamos
con la demostracion.

Dado G un grupo Dedekind-completo, queremos ver que toda sucesién de Cauchy
{xnty_y de G es convergente. Para ello, utilizamos el Lema 4.25 y obtenemos una
subsucesion {yn}%_, de {xn}}°_, que sea monétona. Ahora, por la Proposicién 4.16
sabemos que {xn}°_ estd acotada, luego en particular {yn}7_, también estd acotada
(¢por qué?). Asi pues, tenemos que {ynJix_, es una sucesion monétona y acotada en
un grupo ordenado Dedekind-completo, por lo que el Teorema 4.21 nos asegura que
{yn}X_, converge a cierto x € G. Finalmente, al ser {x;;}}°_, de Cauchy, el Lema 4.24
nos asegura que {xn Jx_, también converge a x, tal y como querfamos demostrar.

El camino ha sido largo, pero lo hemos conseguido, hemos respondido afirmativamente
la tercera pregunta de la entrada anterior: un cuerpo ordenado Dedekind-completo no
solo resuelve los problemas geométricos de Q, sino también los analiticos.

Con esto podemos dar por finalizada esta parte de nuestro camino hacia la construc-
cién de los ntimeros reales, pero estoy seguro que los més curiosos tendréis clavada
una pequeia espinita. Hemos visto que todo grupo ordenado Dedekind-completo es
Cauchy-completo, ;pero y al revés? ;Es todo grupo ordenado Cauchy-completo tam-
bién Dedekind-completo? Por desgracia la respuesta es que no, pero es un «no» muy
pequeiiito ya que basta con afiadirle una propiedad mds a nuestro grupo ordenado
Cauchy-completo para conseguir que sea Dedekind-completo:

Definicién 4.26. Diremos que un grupo ordenado G es arquimediano sidadosx,y € G
conx,y > 0, existeunn € N tal que7 x < ny.

6 Para quienes quieran més formalismo, este «podemos continuar el proceso» se formaliza definiendo de
forma recursiva la funcién ¢ : IN — IN como

$(0) =N,
d(k+1)=min{n e N:n>b(k)yxn = Xpu)

donde podemos asegurar que dicho minimo siempre existe, pues el conjunto involucrado es no vacio al no
existir picos de la sucesiéon mayores que N.

7 Aunque en G no haya definido un producto, con Yy nos referimos simplemente a la suma de y consigo
mismo N veces. Mas formalmente, podemos definir de forma recursiva la funcién f : N X G — G dada

por
f(0,x) = 0g,
f(ln+1,x)="f(n,x)+x,

y simplemente definimos nx := f(n, x).

15
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Lo que esta definicién nos dice es que en un grupo ordenado arquimediano siempre
podemos «alcanzar» cualquier elemento positivo a partir de cualquier otro. Es decir,
que partiendo de cualquier elemento positivo x € G y dando tnicamente «pasos de
longitud x», podemos alcanzar cualquier otro elemento positivo.

Si ademas G es un cuerpo ordenado, que sea arquimediano nos dice mucho mds, pues
nos permite asegurar que el cuerpo @ que construimos en la demostracion del Teorema
3.3 es denso.

Antes de enunciar y demostrar este resultado, observemos que si K es un cuerpo orde-
nado, dado n € N se tiene que
nlg =xn

donde {xn }_, es la sucesién que definimos en la demostracion del Teorema 3.3. Como
en dicha demostracién definimos también

X_n = —Xn
para cada n > 0, podemos de forma analoga definir
()1 := —(nlk),

y por lo visto en la demostracién del ya repetido Teorema 3.3 se cumple que:

(

(ii

i nlg) = (—m)lk paracadan € Z.

(iii) (nTk)-(mlgx) = (n-m)lg paracadan,m € Z.

(iv

Con esta nueva notacién, tenemos también que

) —(

) n1x + mlg = (n+m)lg paracadan, m € Z.
)

)

Dados n, m € Z, se cumple que nlx < mlg si, ysolosi, n < m.

@—{xeK:x— nlk conn,mEZym}]}.
mix

Ademas, os dejo como ejercicio demostrar que dadosn € IN y x € K se cumple que
nx = (nlg) - x.

Maés atin, también podemos definir
(—m)x := —nx

para cadan > 1,y otro ejercicio para vosotros (cudnto trabajo tenéis) es comprobar que
los puntos anteriores son también ciertos si sustituimos el «1g» por «x» (para el punto
(iv) debéis asumir ademads que x > 0).

Ahora si, pasemos a enunciar el resultado prometido:

Proposicion 4.27. Sea K un cuerpo ordenado. Son equivalentes:
(i) Kes arquimediano.
(i) El conjunto {nlyx : n € IN} no estd acotado superiormente.
(iif) Dadox € Kconx > 0, existe unm € IN tal que %1'( < X.
)

(iv) @ es denso en K.

Demostracion. Comencemos demostrando que (i) implica (ii).

Debemos ver que, dado x € K, existe algin n € IN tal que x < nlk. Sin més, si x < 0,
es claro que basta tomar n = 0, mientras que si x > 0, como K es arquimediano, existe
cierton € N tal que x < nlk (tomamosy = 1 en la definicién).

Veamos ahora que (ii) implica (iii).
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Por (ii) sabemos que existe unn € N tal que % < nly, luego al ser % > 0 tenemos que
e <x.

A continuacién demostraremos que (iii) implica (iv).

Sean x,y € K con x < y y veamos que existe cierto z € Q tal que x < z < y.

Six < 0 <y, basta con tomar z = 0, con lo que comencemos suponiendo que 0 < x < y.

Entonces, como y —x > 0, por (iii) existe un m € IN (claramente con m > 0) tal que

1
T <Y —x, luego

Tk < (mlx)(y —x) = (mlx -y) — (Ml - x) = my —mx. (15)
Definamos ahora el conjunto
A:={keIN:mx < klg},

el cual es no vacio, pues si x = 0, entonces 1 € A, mientras que si x > 0, entonces
1

1
T > 0y (iii) nos asegura que existe un k € IN tal que ﬁK < 5, luego mx < klk.
X

Sea entonces n el minimo de A (claramente n > 0), lo que implica que (n — 1)1k < mx
y asi obtenemos que

nlg < mx+ g < my.
(15)

En definitiva, tenemos que
mx < nlg < my

y como mx = (mlg)-xy my = (mlg) -y, dividiendo en la desigualdad anterior por
mlx obtenemos que

nl
x< —X <y
ml K
Basta entonces con tomar z = ;‘1]1‘; € @, para obtener lo deseado.
Finalmente, si x <y < 0, entonces 0 < —y < —x y por el caso ya resuelto sabemos que
existe cierto w € @ tal que —y < w < —x, luego tomando z = —w € Q se tiene que

x < z <y tal y como queriamos demostrar.
Solo nos queda demostrar que (iv) implica (i).
Sean pues x,y € K con x,y > 0, y veamos que existe unn € N tal que x < ny.

Para ello, observemos que si x < y, basta con tomar n = 2, pues comoy > 0
x<y=y+0<y+y=2.

Por otra parte, siy < x, comencemos viendo que existe un m > 0 tal que m1x > x.

En efecto, como % > 0, por (iv) existe unz € Q tal que 0 < z < % Ahora bien, como

z € Q sera de la forma z = :1]1‘; conn,m € Zym > 0y, mds ain, como z > 0,

podemos asegurar que n > 0. Asi pues, tenemos que

Tk 1

- m]K N TT‘L]KI

1

y como - > z, concluimos que m1y > x, tal y como queriamos ver.

Ahora, como y > 0, de forma completamente andloga obtenemos que existe un p > 0
tal que 1x < py, luego multiplicando por m1x obtenemos que

mlg < (mlg)-py = (Ml -plk) -y = (mp)lk -y = (mply,

con lo que definiendo n := mp concluimos que x < mlx < ny, que es justo lo que
querfamos demostrar. [ |

Esta proposicién junto al siguiente lema completan la demostracién del Teorema 3.3.

17
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Lema 4.28. Todo grupo ordenado Dedekind-completo es arquimediano.

Demostracion. Sea G un grupo ordenado Dedekind-completo. Dados entonces x,y € G
con x,y > 0, podemos distinguir dos casos:

= Six <y, entonces
x=x+0<x+x<y+y=2.

= Siy < x, definimos el conjunto
A:={ny:n €N}

Si pudiéramos demostrar que A no esta acotado superiormente, entonces tendria-
mos que X Nno es cota superior de A, luego que existe un n € IN tal que x < ny,
que es justo lo que queremos ver.

Supongamos pues, por reduccién al absurdo, que A estd acotado superiormente.
En dicho caso, como G es Dedekind-completo existe a € G su supremo, y al
ser y > 0, obtenemos que a > a —y, con lo que a —Yy no es cota superior de
A. Esto implica que existe cierto n € IN tal que a —y < my, pero entonces
a<ny+y=(n+1)y,siendo (n+ 1)y € A. Esto contradice que a es el supremo
de A, y con ello queda probado que A no estd acotado superiormente.

En cualquier caso existe un n € IN tal que x < ny, que es justo lo que querfamos
demostrar. ]

Todo lo dicho nos muestra que ser arquimediano es también una propiedad imprescin-
dible para nuestro propésito de construir los ntimeros reales, pero ademas, tal y como
hemos dicho antes, es la pieza que nos faltaba para establecer la equivalencia entre
nuestras dos nociones de completitud:

Teorema 4.29. Un grupo ordenado es Dedekind-completo si, y solo si, es arquimediano y
Cauchy-completo.

Nosotros hemos demostrado la implicaciéon directa, es decir, que todo grupo ordena-
do Dedekind-completo es arquimediano y Cauchy-completo, y esto es lo tinico que
necesitaremos para este curso. Sin embargo, quien esté interesado puede consultar la
demostracién de la otra implicacién aqui. Ademas, como todos estaréis esperando, exis-
ten ejemplos de cuerpos ordenados Cauchy-completos y no arquimedianos, luego no
Dedekind-completos, pero estos ejemplos son relativamente complejos y se escapan de
las pretensiones de este curso. Atn asi, si alguien esta especialmente interesado puede
buscar informacién sobre el cuerpo de series formales de Laurent.

5 BUENAS Y MALAS NOTICIAS ALGEBRAICAS

Ya tenemos completamente solucionados los problemas geométricos y analiticos® de Q,
pero todavia no hemos dicho nada sobre los problemas algebraicos. Ya os hice el spoiler
de que también quedan solucionados, es decir, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 5.1. Sea K un cuerpo ordenado Dedekind-completo, n € IN no nulo y v € K con
r > 0. Entonces, toda ecuacion de la forma9 x™ = r tiene solucién en K. Ademds, existe un
tinicoy > 0 que satisface la ecuacion anterior, es decir, que cumple que y™ = .

8 Bueno, solo si creéis en la existencia de un cuerpo ordenado Dedekind-completo, pero de momento os pido
que hagdis ese salto de fe, ya que en las préximas entradas lo construiremos ladrillo a ladrillo.

® Observad que en este resultado estamos utilizando una operacién que no hemos definido sobre los cuerpos:
la exponenciacién. Sin embargo, su definicién es tal y como imagindis, pues simplemente denotaremos

18



DEMOSTRACION DEL
TEOREMA 4.29

Ya hemos visto que todo grupo ordenado Dedekind-completo es arquimediano y
Cauchy-completo, con lo que resta ver el reciproco.

Para demostrarlo, necesitaremos algunos lemas auxiliares, siendo el primero de ellos
muy similar al Teorema 4.21:

Lema 1. Sea G un grupo ordenado arquimediano. Entonces toda sucesion decreciente y acotada
inferiormente es de Cauchy.

Demostracion. Supongamos, por reduccién al absurdo, que existe {xn }_, una sucesién
de G decreciente y acotada inferiormente, pero que no es de Cauchy.

Entonces, por definicién, debe existir un ¢ € G con ¢ > 0 tal que para todo N € N,
existen ciertos m > n > N tales que

Xn —Xm = €. @)

En particular, esto nos permite construir una sucesién de ntimeros naturales {nk}?:o
estrictamente creciente y de modo que

Xnyg — Xy = (2)
para cada k € IN. En efecto, definimos ny = 0 y por recursién!

N1 =min{n € N:n >ng yxn, —xn = €}

Ahora, si esy € G una cota inferior de {xn }, como G es arquimediano y xp —y > 0,2
existe cierto N € IN tal que

Ne > xp — V. (3)

Por otra parte, por (2) es inmediato demostrar por induccién que

—_

m

me< Y (tm, —%n,)
k=0

para cada m > 1, luego en particular

N—1
Ne < Z (Xnk _Xnk+l) =X0 —Xny SX0 Y,
k=0
y obtenemos con ello una contradiccién con (3). |

Entre quienes ya sepan del tema, conocerdn la demostracién clasica de que un cuerpo
ordenado Cauchy-completo y arquimediano es Dedekind-completo, pero para adaptarla
al caso de grupos ordenados necesitaremos el siguiente lema:

1 ;Por qué el conjunto que define ny ;1 nunca es vacio?

2 4Por qué no puede ser xg = y?





Lema 2. Sea G un grupo ordenado arquimediano y Cauchy-completo en el cual no existe un
elemento positivo minimo.®> Entonces existe una sucesion {en }°°_ de elementos positivos de G
que es estrictamente decreciente y tal que lim e, = 0.

Demostracion. Dado xo € G con xo > 0, es inmediato que podemos definir de forma
recursiva una sucesion estrictamente decreciente {xn, } tal que X > 0 para cadan € IN.
En efecto, supuesto definido x,, > 0, como G no tiene elemento positivo minimo, debe
existir cierto x, 41 € G tal que

0<xni1 < Xn.

Ahora, por el Lema 1 sabemos que {xn, } es de Cauchy, luego como G es Cauchy-completo,
converge a cierto x € G. Ademds, gracias al Teorema 4.21 podemos asegurar que x < Xn,
para cada n € IN. Mds atin, como la sucesién es estrictamente decreciente, tiene que
ser x < xn para cada n € IN, pues si fuera x = x;, para algin m € IN, entonces
Xm+1 < Xm = X < Xm41. Definiendo entonces e, := xn, — X es claro que obtenemos
una sucesion estrictamente decreciente, de elementos positivos y cuyo limite esnulo. W

Por dltimo, veamos que los grupos ordenados arquimedianos en los que existe un
elemento positivo minimo son esencialmente iguales al conjunto de los ntimeros enteros:

Lema 3. Sea G un grupo ordenado arquimediano en el cual existe un elemento positivo minimo.
Si dicho elemento lo denotamos por g, entonces

G={kg:ke Z}

Demostracion. Dado x € G con x > 0, por ser G arquimediano sabemos que existe un
n € N tal que x < ng. Tomando entonces m € IN como el menor natural que cumple
esto, es claro que m > 1 (pues g < x) y tenemos que (m —1)g < x < mg siendo
m —1 > 1. Esto nos muestra que

0<x—(m—-T)g<g
y, por ser g el menor elemento positivo de G, concluimos que x — (m —1)g = 0, es decir,
quex = (m—1T)g.

Por otro lado, si x < 0, entonces —x > 0y por lo visto serd —x = kg para algtin k € IN,
luego x = (—k)g.

Finalmente, si x = 0, claramente x = 0g.

En definitiva, hemos demostrado que
G Ci{kg:keZ},
y como el otro contenido es trivial, queda demostrada la igualdad buscada. [

Ahora ya contamos con las herramientas necesarias para completar la demostracion del
Teorema 4.29.

Sea G un grupo ordenado arquimediano y Cauchy-completo, y A C G un subconjunto
no vacio y acotado superiormente. Distingamos dos casos.

En primer lugar, supongamos que en G existe un elemento positivo minimo g.
Por el Lema 3 sabemos que
G={kg:keZ}

luego si x € G es cota superior de A existira cierto m € Z tal que x = mg. Si ahora
definimos el conjunto
B:=neZ:ngeAj,

3 Un elemento positivo minimo en un grupo ordenado G es un elemento g € G talque g > 0y g < x
paracadax € G conx > 0.





es claro que no es vacio, pues todo elemento de A es de la forma kg para algin entero
k, y estd acotado superiormente por m. Por tanto, existe su maximo ng y nog € A seréd
el supremo (de hecho el méximo) de A (;por qué?).

Supongamos ahora que en G no existe un elemento positivo minimo.

Por el Lema 2 existe una sucesioén {en }5_, estrictamente decreciente y de elementos
positivos tal que lim e, = 0.

Si A tiene méximo, entonces serd su supremo (;por qué?). Por tanto, supongamos que
) . . . 00
A no tiene maximo y veamos que podemos construir un par de sucesiones {an }3°_, y
(o.¢] .
{bn}X_y que cumplen:

(i) {an} es creciente y estd contenida en A.
(i) {bn}es decreciente y cada uno de sus elementos es cota superior de A.
(iii) lim(bn — an) = 0.

Veamos que, en caso de obtener estas dos sucesiones, podemos asegurar que existe el
supremo de A.

Dado € € G con € > 0, por (iii) sabemos que existe un N € IN tal quesin > N, entonces
bn—an <e. (4)

Si son entonces 1, m = N, digamos n > m, como by, es cota superior de A serd
an < by yast

lan —aml<an—am <bm—am <e.
(i) 4)

Esto prueba que {an} es una sucesion de Cauchy y como G es Cauchy-completo, que
converge a cierto x € G. Ademads, por (i) y el Teorema 4.21 sabemos que a,, < x para
cadan € IN, mientras que como fijado m € IN sabemos que a, < by, paracadan € IN,
el Teorema 4.18 (ii) nos asegura que x < byy.

Veamos que x es el supremo de A.

Por un lado, si x no fuera cota superior de A, entonces deberia existir ciertoy € A tal
que x < Yy, pero entonces
an <x<y< by

para cadan € IN, con lo que
0<x—an<y—an <bnp—an

para cada n € IN, y el criterio del sindwich (Proposicién 4.19) junto a (iii) nos da que
lim(y — an) = 0. Esto implica que y = x (;por qué?) y obtenemos la contradiccién
buscada.

Por otra parte, siy es cota superior de A ey < x, entonces nuevamente tenemos que
an <yYy<x<by

para cada n € IN, con lo que razonando como antes obtenemos que y = x, luego una

contradiccién.

En definitiva, hemos visto que x es el supremo de A, con lo que hemos probado su
existencia, que es lo que buscdbamos.

Por tanto, para concluir la prueba solo nos queda demostrar que realmente existen las
sucesiones {an } y {bn} cumpliendo los tres puntos anteriores.

Definamos en primer lugar {by, }.

Para ello, tomemos ap € A y definamos para cadan € IN el conjunto
Bn:={meN:a<ay+menparacadaac A}

Al ser A acotado superiormente, e, > 0y G arquimediano podemos asegurar que este
conjunto no es vacio (;por qué?) y con ello que existe my, suminimo, el cual serd ademas
estrictamente mayor que O al no tener A maximo.





Definimos entonces la sucesién {cn J%_, como
Cn = Qg + Mpén,
y para cada n € IN definimos
bn :=min{cg,...,Cn}

Esto nos asegura que la sucesién {by, } es decreciente (;por qué?) y ademds que cada bn,
es cota superior de A, puesto que cada cr, lo es. Es decir, la sucesion {b, } satisface (ii).

Pasemos ahora a definir {a, } de forma recursiva.

Supuesto definido a,, observemos que como cn 41 — €n41 NO es cota superior de A
(por la minimalidad de my, 4 1), existe cierto a € A tal que

Cntl —En+1 < Q. )

Ademads, si cada a € A satisfaciendo (5) fuera estrictamente menor que an,, entonces an
seria el maximo de A (;por qué?), cosa que no puede ocurrir, luego debe existir cierto
an+1 € A satisfaciendo (5) y de modo que an, < an41.

Es claro que la sucesion {an }5°_, que hemos construido satisface (i) y que
bn—éen <cn—éen <an
para cadan > 1. Como ademds an, < by al ser by, cota superior de A, obtenemos que
0<bn—an <én

para cadan > 1,y el criterio del séndwich nos asegura entonces que lim(b, —an) =0,
tal y como queriamos demostrar. n
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En esencia, este teorema (cuya demostracion veremos después) nos dice que en un cuer-
po ordenado Dedekind-completo K podemos definir las raices n-ésimas de cualquiera
de sus elementos positivos, lo cual es un avance enorme respecto a lo que podemos
hacer en Q, ;pero nos garantiza esto que toda ecuacién polinémica tendra solucién? Por
desgracia, no es asi. Por ejemplo, nunca podremos resolver la ecuacién x> = —1. ;Por
qué? Pues porque en K cualquier elemento elevado al cuadrado es no negativo, luego
en particular 1 = 12 sera positivo, y esto implica que —1 < 0 < x2.

2 =71.1>0-0 = 0, mientras que si 1 = 0,

10 TZ — (—T)z,

En efecto, sear € K. Si r > 0, entonces r
entonces 2 = 0 > 0. Por otra parte, si v < 0, entonces —r > 0 y como
concluimos por lo anterior que r2 > 0.

Si buscaramos obtener un cuerpo en el que toda ecuacién polinémica tuviera solucién,
entonces necesitarfamos dar un paso més, necesitariamos completar Q algebraicamente.
Esta nueva completacién nos llevaria al cuerpo de los nimeros complejos'!, pero todo
tiene un precio, pues los nimeros complejos no pueden formar un cuerpo ordenado,
ya que hemos visto que, por ejemplo, la ecuacién x> = —1 no puede tener solucién en
ningtn cuerpo ordenado.

Aunque en estas entradas no entraremos en el estudio de los niimeros complejos, creo
que es interesante conocer esta debilidad de los nlimeros reales y el precio a pagar por
la completitud algebraica. En cualquier caso, ya podemos afirmar con todo rigor que
basta con probar que existe un cuerpo ordenado Dedekind-completo para asegurar que
dicho cuerpo soluciona todos los problemas que habiamos detectado en Q.

Como lo prometido es deuda, finalizaremos la entrada demostrando el Teorema 5.1,
para lo cual necesitaremos algunos lemas técnicos auxiliares:
Lema 5.2. Sea K un cuerpo ordenado, x,y € Ky n € IN no nulo. Entonces, se cumplen:
(i) (xy)™ =x"y™

(ii) Six > 0, entonces x™ > 0.

(iif) Six,y > 0O, entonces x <y si, y solo si, x™ < y™.

(iv) Six > 0yn > 1, entonces x™ < x si, y solo si, x < 1.

(v) Si{xk}¥_, una sucesion convergente a x, entonces limxy = x™.

La demostracién de todos los puntos de este lema se obtiene facilmente por induccion,
con lo que os la dejo como ejercicio.

Lema 5.3 (Desigualdad de Bernoulli). Sea K un cuerpo ordenado, x € Kconx > —Ix y
n € IN no nulo. Entonces se cumple que

(T +x)™ > T +nx.

Demostracion. Fijado x > —1x, demostraremos el resultado por induccién.

Sin = 1la desigualdad es clara, luego supongamos que es cierta para n > 1 arbitrario,
y veamos que entonces lo es paran + 1.

por x™ al resultado de multiplicar x consigo mismo 1 veces. Si queréis ser mas formales, podemos definir
de forma recursiva la funcién f : N x K — K dada por
f(0,x) =Tk,
fin+1,x)=f(n,x) x,

y denotamos x™ := f(m, x).

10 Esto es consecuencia de que, en general, si X,y son elementos en un cuerpo ordenado, entonces (—x) -
(—y) = x - y. La prueba de este hecho bésico podéis consultarla en el Teorema 3.2 de la entrada Menos
por menos es mds.

1 Siendo precisos, la compleci6n algebraica de los ntiimeros reales nos lleva al cuerpo de los ntimeros comple-
jos. Al completar Q algebraicamente se obtiene lo que se conoce como el cuerpo de los niimeros algebraicos,
pero esto os lo comento solo para encender vuestra curiosidad. No lo necesitaremos para nada en el curso.
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Sin mads, tenemos que

Tk +x)™T = (1 + )"k +%) = (T +nx) (T +x) = T + (M4 1)x + nx?

(HD

> 1+ Mn+1)x,

donde en la primera desigualdad utilizamos también que 1x +x > 0, y en la tltima
utilizamos que nx? > 0.

Por el principio de induccién, concluimos que la desigualdad buscada se satisface para
todon > 1, tal y como querfamos ver. [

Lema 5.4. Sea K un cuerpo ordenado, t € Kcon 0 < t < Tx y n € IN no nulo. Entonces se

cumple que
Tx—t n
t<1K+ ) < Tk.
TﬂK

Demostracion. Si definimos s := Tk —t, lo que queremos demostrar es que

n
(Tk —s) <1K+S> < k.

TI]K

Ahora, como 0 < s < 1k tenemos que fﬁK > —1k y por el Lema 5.3 obtenemos que

s n
ees<(1-03)
Tl]K

Como s > 0, tenemos entonces que

s \" s \" s \" s2 \"
=9 (Te+——) <(1==2) (1+=) —(1e==) . @6
nlg nlg nlg n2lg

Ademés, observemos que como s < Ty, el Lema 5.2 (iii) nos asegura que s? < 1, luego

S2 ]K

—— < —5-— < Iy,
T121K TLZ]K\ K

y usando el Lema 5.2 (ii) concluimos que

S2 "
0< <1K_T121K> .

Esto nos permite usar de nuevo el Lema 5.2 (iii) para obtener que

s \" s2 \"
(1K—S)<1K+> é(h(— ) <(x—=0)" =1k,

nl K (16) le 1 K

que es justo lo que queriamos demostrar. [ |

Ahora ya podemos demostrar el teorema: '

Demostracion del Teorema 5.1. Comencemos demostrando la unicidad.

Six,y € Kcumplen que x,y > 0y x™ =y™ = r, entonces debe ocurrir que x =y, pues
en caso contrario por el Lema 5.2 (iii) obtendriamos que x™ < y™ oy™ < x™.

Veamos ahora que realmente existe al menos un x € K con x > 0 tal que x™ = .

Para ello, definamos de forma recursiva la sucesién {xy J3-_, tal que xo = min{1x, 1}y

Xk (T —x7)
Xk4+1 =Xk +—————
nr

12 Podéis consultar una demostracién alternativa, que no utiliza limites, en el libro Principles of mathematical
analysis de Walter Rudin.
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para cada k > 0.

Si vemos que esta sucesion es creciente y estd acotada superiormente, por el Teorema
4.21 sabemos que existe cierto x € K tal que x = sup{xy : k € IN} = lim xy. Esto nos
dice que x > xp > 0, y como por el Lema 4.14 sabemos que limxy 1 = x, el Teorema
4.17 junto al Lema 5.2 (v) nos asegura que

xk(rxL‘)> x(r—x™)

x =limxy 41 = lim (xk—l— =x+
nr nr

De aqui obtenemos que
x(r—x™)
nr

= 0,
luego que x(r —x™) = 0y, como x > 0, podemos dividir a ambos lados de la igualdad
por x y concluir que x™ =, tal y como buscadbamos ver.

Por tanto, para concluir la demostracion basta con ver que la sucesién {xn, } es creciente
y acotada superiormente.

Comencemos demostrando por induccién que
O<xpyxpg < (17)

para cada k € IN.

Si k = 0, tenemos que xg = min {1y, 1}, con lo que distingamos dos casos:

= Sixp = Tk, entonces es claro que xo > 0,y ademas 1 <1, conlo que x§ = Tx <
T.

= Sixp = 1, entonces es claro que xp > 0, y ademds r < T, luego por el Lema 5.2
(iv)xg =" <.

Ahora, supongamos que (17) es cierto para un k > 0 arbitrario, y veamos que entonces
Xkt1 >0yx g <™

En primer lugar, como xj > 0y x} < 7 tenemos que

X (r—x3)
ok kI >0,
nr

luego
X (T —x})
Xkl =Xk + 5 > x> 0.
nr
Ahora, observemos que

x
T—Xp T — =
Xk+1:Xk<1K+ k>:xk T+ ——|,
TI]K
luego
n n e\ "
Xk+1 _ Xk 1 ]K_ T
- K+ 7
T T nlg

Xn
y el Lema 5.4 (con t = =% < Tk) nos asegura entonces que

mn
X
k+1
— < g,
es decir, que x7*, ; < T, que es justo lo que queriamos demostrar.
q k+1 q ] que q

Por induccién, queda entonces demostrado que (17) es cierto para cada k € IN.

Ahora que sabemos que (17) es cierto, es inmediato que la sucesién {xy} es creciente,
pues para cada k € IN se cumple que
X (T—x)

=0,
nr
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y asi
Xk (T —x7)
Xk <Xk+T = Xk+1-

Finalmente, veamos que xx < max{lx, 7} para cada k € IN, para lo cual distinguimos
dos casos:

= Sir > Tk, entonces xi < 1, pues en caso contrario el Lema 5.2 (iii) y (iv) nos darfa
que xir > 1™ > 1,y esto contradice (17).

= Sirt < 1k, entonces xi < Tk, pues en caso contrario el Lema 5.2 (iii) nos darfa que
xp > Tx > 7,y esto contradice (17).

En cualquier caso obtenemos que max {1, r} es una cota superior de {xy : k € N}, y
con ello podemos dar por finalizada la demostracién. [

Con todo lo que hemos visto en estas dos primeras entradas ya solo nos queda construir
nuestro cuerpo ordenado Dedekind-completo para afirmar que sabemos, sin lugar a
dudas, qué son los ntimeros reales. En la siguiente entrada comenzaremos este camino,
pues presentaremos con detalle los ntimeros decimales y veremos su relacién con los
numeros racionales, es decir, daremos sentido a esas «férmulas mégicas» que a todos
nos ensefiaron en el instituto sobre como «convertir» un niimero racional en uno decimal,
y viceversa. iNo os la perdais!
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