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i Qué es una teoria axiomatica?

Teniendo en cuenta todo lo que hemos visto sobre los sistemas
formales,

iqué es una teoria axiomatica?
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i Qué es una teoria axiomatica?

Teniendo en cuenta todo lo que hemos visto sobre los sistemas
formales,

iqué es una teoria axiomatica?

Una teoria axiomatica (de primer orden) sobre un lenguaje formal
L es un sistema deductivo formal T sobre £ cuyos axiomas
incluyen a los de K y cuyas reglas de inferencia son exactamente
las de K.. A los axiomas de K los llamaremos axiomas légicos y
a los axiomas de T que no sean axiomas légicos los llamaremos
axiomas propios de T.
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i Qué es una teoria axiomatica?

Observemos que si ' es el conjunto de axiomas propios de una
teoria axiomatica T, entonces

Fa syss TFa
-
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i Qué es una teoria axiomatica?

Sea T una teoria axiomatica sobre un lenguaje formal £. Un
modelo M de T es un modelo de sus axiomas, es decir, un modelo
de L en el que son verdaderos todos los axiomas de T. Lo
representaremos por M |= T.
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Sea T una teoria axiomatica sobre un lenguaje formal £. Un
modelo M de T es un modelo de sus axiomas, es decir, un modelo
de L en el que son verdaderos todos los axiomas de T. Lo
representaremos por M |= T.

e jPodemos cambiar en la definicién “axiomas” por “axiomas
propios”?
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i Qué es una teoria axiomatica?

Sea T una teoria axiomatica sobre un lenguaje formal £. Un
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representaremos por M |= T.
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i Qué es una teoria axiomatica?

Sea T una teoria axiomatica sobre un lenguaje formal £. Un
modelo M de T es un modelo de sus axiomas, es decir, un modelo
de L en el que son verdaderos todos los axiomas de T. Lo
representaremos por M |= T.

e jPodemos cambiar en la definicién “axiomas” por “axiomas
propios”?

e ;Los teoremas de T seran verdaderos en un modelo M de T7?

e ;Puede una férmula falsa en un modelo M de T ser un
teorema de T7
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Ejemplos de teorias axiomaticas

La artimética de Robinson (Q)

(Q1)

(Q2) Vxy(x' =y = x=1y)
(Q3) ¥x(x # 0 = Fyx =)
(Q4) Vxx+0=x

(Q5) Vxyx+y' = (x+y)

(Q6) Vxx-0=0

(Q7) Vxyx-y' =x-y+x
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Ejemplos de teorias axiomaticas

La artimética de Peano (AP)

(AP1) Vxx" #0

(AP2) Vxy(x' =y = x =y)

(AP3) Vxx +0=x

(AP4) Vxy x +y' = (x +y)’

(AP5) ¥xx-0=0

(AP6) Vxyx-y' =x-y+x

(APT) (52¢ AVx (¢ = 5;’¢)) S Vx o
donde ¢ es cualquier férmula de £, tal vez con més variables libres
aparte de x.
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Ejemplos de teorias axiomaticas

La artimética de Peano (AP)

(AP1) Vxx' #£0

(AP2) Vxy(x'=y" = x =y)

(AP3) Vxx +0=x

(AP4) Vxyx+y' = (x+y)

(AP5) ¥xx-0=0

(AP6) Vxyx-y' =x-y+x

(AP7) (¢(0) A Vx (¢(x) = ¢(x'))) = Vx ¢(x)
donde ¢ es cualquier férmula de £, tal vez con més variables libres
aparte de x.
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Ejemplos de teorias axiomaticas

La geometria de Tarski (GT)

El lenguaje formal de la geometria de Tarski LsT tiene como
signos eventuales un relator triddico que representaremos por
a— b — c vy un relator tetradico que representaremos por ab = cd.

(GT1) ab = ba

(GT2) ab=pgAhab=Ts > pg=T7s

(GT3) ab=cc—a=b

(GT4) 3x(q—a— x Aax = bc)

(GT5) a#bAha—b—chad —b - nab=2d
bc=bcANad =a'd ANbd=bd — cd d

(GT6) a—b—a—a=b
(GT7) a—p—bAg—c—b—Ix(p—x—gAc—x—a)
(GT8) dabc(na—b—cA—-b—c—aA—-c—a—Db)
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Ejemplos de teorias axiomaticas

La teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF)

ZF1) Vxy(Vu(ue x> uecy) > x=y)
ZF2) VxydzVu(u €z u=xVu=y)
ZF3) Vx3yVu(u e y <> Iv(v e x Au € v))
ZF4) Vxyz(o(x,y) Nd(x,z) =y =z) —
VadbVu(u € b +» Ix(x € a A ¢(x, u)))
(ZF5) Ix(v|(Vuu g v) € x ANVu(u € x = U € x))
(ZF6) VxIyVu(Vv(veu —svex) s ucy)
(ZF7) Vx(x #v|Vuugv) - Ju(uexANunx=v|Vuu & v))
donde ¢ es cualquier férmula de L, tal vez con mas variables libres,
pero distintas de b.

(
(
(
(
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Ejemplos de teorias axiomaticas

La teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF)
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Ejemplos de teorias axiomaticas
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ZF2) VxydzVu(u €z u=xVu=y)
ZF3) Vx3yVu(u e y <> Iv(v e x Au € v))
ZF4) Vxyz(o(x,y) N p(x,2) >y =2z) —
VadbVu(u € b +» Ix(x € a A ¢(x, u)))
(ZF5) 3x(@ € x AVu(u € x = U € x))
(ZF6) VxIyVu(Vv(veu —-vex) s ucy)
(ZF7) Vx(x # @ — Ju(u e x NuNx = )

donde ¢ es cualquier férmula de L, tal vez con mas variables libres,
pero distintas de b.

(
(
(
(

Esteban Martinez Vané

Introduccién a la légica matematica Teorias axiomaticas



Ejemplos de teorias axiomaticas

La teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF)

ZF1) Vxy(Vu(ue x> uecy) > x=y)
ZF2) VxydzVu(u €z u=xVu=y)
ZF3) Vx3yVu(u e y <> Iv(v e x Au € v))
ZF4) Vxyz(o(x,y) N p(x,2) >y =2z) —
VadbVu(u € b +» Ix(x € a A ¢(x, u)))
(ZF5) 3x(@ € x AVu(u € x = U € x))
(ZF6) VxIyVu(u C x — u € y)
(ZF7) Vx(x # @ — Ju(u e x NuNx = Q)

donde ¢ es cualquier férmula de L, tal vez con mas variables libres,
pero distintas de b.

(
(
(
(
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Ejemplos de teorias axiomaticas

La teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF)

ZF1) Vxy(Vu(ue x> uecy) > x=y)
ZF2) VxydzVu(u €z u=xVu=y)
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donde ¢ es cualquier férmula de L, tal vez con mas variables libres,
pero distintas de b.
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(
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Ejemplos de teorias axiomaticas

La teoria de conjuntos (restringida) de Zermelo (Z*)

(Z*1) Vxy (Vu(uex < uey) = x=y)

(Z*2) Vxy3dzVu(ue z<>u=xVu=y)

(Z2*3) Vx3yVu(u € y <> Iv(v € x Au € v))

(Z*4) ¥x3yVu(u € y <> u € x A p(u))

donde ¢ es cualquier férmula de L tal vez con més variables
libres, pero distintas de y.
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Consistencia

i Qué significa que una teoria sea consistente?

Una teoria axiomatica T sobre un lenguaje formal £ es
contradictoria si existe una férmula o de £ tal que ;a y 5_ S

En caso contrario diremos que T es consistente.
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Consistencia

i Qué significa que una teoria sea consistente?

Una teoria axiomatica T sobre un lenguaje formal £ es
contradictoria si existe una férmula o de £ tal que ;a y 5_ S

En caso contrario diremos que T es consistente.

Teorema: Una teoria axiomatica T es consistente si, y solo si,
existe alguna férmula que no es un teorema de T.
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Consistencia

i Qué significa que una teoria sea consistente?

Una teoria axiomatica T sobre un lenguaje formal £ es
contradictoria si existe una férmula o de £ tal que ;a y 5_ S
En caso contrario diremos que T es consistente.

Teorema: Una teoria axiomatica T es consistente si, y solo si,
existe alguna férmula que no es un teorema de T.

Teorema: Si una teoria axiomatica T tiene un modelo, entonces
T es consistente.
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Consistencia

i Qué significa que una teoria sea consistente?

Una teoria axiomatica T sobre un lenguaje formal £ es
contradictoria si existe una férmula o de £ tal que ;a y 5_ S

En caso contrario diremos que T es consistente.

Teorema: Una teoria axiomatica T es consistente si, y solo si,
existe alguna férmula que no es un teorema de T.

Teorema: Si una teoria axiomatica T tiene un modelo, entonces
T es consistente.

. Es cierto el reciproco?
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Consistencia

e La teoria K. es consistente
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Consistencia

e La teoria K, es consistente porque admite un modelo con un
inico elemento.
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Consistencia

e La teoria K, es consistente porque admite un modelo con un
inico elemento.

e Las teorias Q y AP son consistentes
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Consistencia

e La teoria K, es consistente porque admite un modelo con un
inico elemento.

e Las teorias Q y AP son consistentes porque admiten al
conjunto de los niimeros naturales como modelo.
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Consistencia

e La teoria K, es consistente porque admite un modelo con un
inico elemento.

e Las teorias Q y AP son consistentes porque admiten al
conjunto de los niimeros naturales como modelo.

e La teoria ZFC-Al es consistente porque admite al conjunto de
los nimeros naturales como modelo.
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Consistencia

e La teoria K, es consistente porque admite un modelo con un
inico elemento.

e Las teorias Q y AP son consistentes porque admiten al
conjunto de los niimeros naturales como modelo.

e La teoria ZFC-Al es consistente porque admite al conjunto de
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Consistencia

e La teoria K, es consistente porque admite un modelo con un
inico elemento.

e Las teorias Q y AP son consistentes porque admiten al
conjunto de los niimeros naturales como modelo.

e La teoria ZFC-Al es consistente porque admite al conjunto de
los nimeros naturales como modelo.

e La teoria GT es consistente.

e No es posible dar un argumento que muestre que la teoria ZF
es consistente.
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Consistencia

Teorema: Sean T y S teorias axiomaticas sobre un lenguaje
formal L tales que todo axioma propio de S es un teorema de T.
Entonces, todo teorema de S es un teorema de T v, por tanto, si
T es consistente, S también lo es.
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Consistencia

Teorema: Sean T y S teorias axiomaticas sobre un lenguaje
formal L tales que todo axioma propio de S es un teorema de T.
Entonces, todo teorema de S es un teorema de T v, por tanto, si
T es consistente, S también lo es.

Teorema: Sea T una teoria axiomatica y « una sentencia. La
teoria T + « es consistente si, y solo si, no I; Q.
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Consistencia

Teorema: Sean T y S teorias axiomaticas sobre un lenguaje
formal L tales que todo axioma propio de S es un teorema de T.
Entonces, todo teorema de S es un teorema de T v, por tanto, si
T es consistente, S también lo es.

Teorema: Sea T una teoria axiomatica y « una sentencia. La
teoria T + « es consistente si, y solo si, no I; Q.

iQué pasa si & no es una sentencia en el teorema anterior?
Pista: Tomar como T la teoria cuyo Gnico axioma propio es

Ixyx#yya=x=y.
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Clausura universal

Observando las teorias Q y GT, jqué diferencias encontrais?

(Q1) Vxx'#0 (GT1) ab=ba

(Q2) Vxy(x' =y = x=y) (GT2) ab=pgrab=T" - pg=75

(Q3) Vx(x#0—TJyx=1y") (GT3) ab=cc—ra=>b

(Q4) VYxx+0=x (GT4) 3x(q—a—xAax = bc)

(Q5) VYxyx+y =(x+y) (GT5) a#bAha—b—cAhad —b —Cc'A
ab=a'b' Abc=b'c’A
ad=a'd’ ANbd=b'd —
d=cd

(Q6) Vxx-0=0 (GT6) a—b—a—a=0b

(Q7) Vxyx-y' =x-y+x (GT7) a—p—bAg—c—b—

Ix(p—x—gAc—x—a)
(GT8) dHabc(—na—b—cA-b—c—aA
—-c—a—b)
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Clausura universal

Observando las teorias Q y GT, jqué diferencias encontrais?

(Q1) Vxx'#0 (GT1) Vabab=ba

(Q2) Vxy(x' =y = x=y) (GT2) Vabpqrs(ab=pq A ab=7s — pqg = T7s)

(Q3) Vx(x#0—3TJyx=y") (GT3) Vabc(ab=7cc — a=b)

(Q4) VYxx+0=x (GT4) Vabcq3Ix(q— a— x Aax = bc)

(Q5) Vxyx+y =(x+y) (GT5) Vabcda'b'c’d’(
aZzbANa—b—cANa —b —c'A
ab=a'b' Abc=b'c' A
ad=a'd' ANbd=bd —
d=cod)

(Q6) Vxx-0=0 (GT6) Vab(a—b—a—a=b)

(Q7) VYxyx-y' =x-y+x (GT7) Vabepg(a—p—bAg—c—b—

Ix(p—x—qgAc—x—a))
(GT8) Jabc(ma—b—cA-b—c—aA
-c—a—b)
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Clausura universal

Dada una férmula « en un lenguaje formal £ se define su clausura
universal como la sentencia a° que resulta de ligar todas las
variables libres de a: con cuantificadores universales.
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Clausura universal

Dada una férmula « en un lenguaje formal £ se define su clausura
universal como la sentencia a° que resulta de ligar todas las
variables libres de o con cuantificadores universales.

Por las reglas (IG) y (EG) se tiene que

at af y ok a
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Clausura universal

Dada una férmula « en un lenguaje formal £ se define su clausura
universal como la sentencia a° que resulta de ligar todas las
variables libres de o con cuantificadores universales.

Por las reglas (IG) y (EG) se tiene que

abka y ot a

Por tanto, si T es una teoria axiomaticay T€ es la teoria
axiomatica resultante de sustituir cada axioma propio de T por su
clausura universal, se tiene que:

e ~ asi, ysolosi, - a.
T Te

e M= T si, ysolosi, M= T€.
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Clausura universal

Dada una férmula « en un lenguaje formal £ se define su clausura
universal como la sentencia a° que resulta de ligar todas las
variables libres de o con cuantificadores universales.

Por las reglas (IG) y (EG) se tiene que

abka y ot a

Por tanto, si T es una teoria axiomaticay T€ es la teoria
axiomatica resultante de sustituir cada axioma propio de T por su
clausura universal, se tiene que:

e ~ asi, ysolosi, - a.
T Te
e M= T si, ysolosi, M= T€.

iOJO! En general NO es cierto que - a <> a€ (tomar a = x = y).

Esteban Martinez Vané
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Indice

i Qué es lo minimo y maximo que podemos pedirle a una teoria
axiomatica?
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Completitud
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Completitud

e ;Qué es lo minimo que le debemos exigir a una teoria
axiomatica para que “sea atil"?
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Completitud

e ;Qué es lo minimo que le debemos exigir a una teoria
axiomatica para que “sea atil"?

e ;Qué es lo maximo que le podemos exigir a una teoria
consistente?
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Completitud

e ;Qué es lo minimo que le debemos exigir a una teoria
axiomatica para que “sea atil"?
e ;Qué es lo maximo que le podemos exigir a una teoria
consistente?
Una teoria axiomatica T es completa si toda sentencia o de su
lenguaje formal cumple I; Qo I; Q.
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Completitud

e ;Qué es lo minimo que le debemos exigir a una teoria
axiomatica para que “sea atil"?

e ;Qué es lo maximo que le podemos exigir a una teoria
consistente?

Una teoria axiomatica T es completa si toda sentencia o de su
lenguaje formal cumple I; Qo I; Q.

Una teoria axiomatica T es decidible si existe un algoritmo que
determina en un ndmero finito de pasos si una sentencia de su
lenguaje formal es o no un teorema de T.
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Completitud

e ;Qué es lo minimo que le debemos exigir a una teoria
axiomatica para que “sea atil"?

e ;Qué es lo maximo que le podemos exigir a una teoria
consistente?

Una teoria axiomatica T es completa si toda sentencia o de su
lenguaje formal cumple I; Qo I; Q.

Una teoria axiomatica T es decidible si existe un algoritmo que
determina en un ndmero finito de pasos si una sentencia de su
lenguaje formal es o no un teorema de T.

iSe os ocurre alguna teoria completa?
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Completitud

e ;Qué es lo minimo que le debemos exigir a una teoria
axiomatica para que “sea atil"?

e ;Qué es lo maximo que le podemos exigir a una teoria
consistente?

Una teoria axiomatica T es completa si toda sentencia o de su
lenguaje formal cumple I; Qo I; Q.

Una teoria axiomatica T es decidible si existe un algoritmo que
determina en un ndmero finito de pasos si una sentencia de su
lenguaje formal es o no un teorema de T.

iSe os ocurre alguna teoria consistente y completa?
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Completitud

e Si T es una teoria contradictoria, entonces es completa y
decidible.

THIS IS FINe.
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e Si T es una teoria contradictoria, entonces es completa y
decidible.

e Si M es un modelo de un lenguaje formal L, la teoria
axiomatica Th(M) cuyos axiomas propios son todas las
sentencias de £ verdaderas en M es consistente, completa,
pero (en general) no decidible.
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sentencias de £ verdaderas en M es consistente, completa,
pero (en general) no decidible.

e Una pequeiia extension de GT es consistente, completa y
decidible.
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e Si T es una teoria contradictoria, entonces es completa y
decidible.

e Si M es un modelo de un lenguaje formal L, la teoria
axiomatica Th(M) cuyos axiomas propios son todas las
sentencias de £ verdaderas en M es consistente, completa,
pero (en general) no decidible.

e Una pequeiia extension de GT es consistente, completa y
decidible.

e 7* es consistente, pero no completa.
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Completitud

e Si T es una teoria contradictoria, entonces es completa y
decidible.

e Si M es un modelo de un lenguaje formal L, la teoria
axiomatica Th(M) cuyos axiomas propios son todas las
sentencias de £ verdaderas en M es consistente, completa,
pero (en general) no decidible.

e Una pequeiia extension de GT es consistente, completa y
decidible.

e 7* es consistente, pero no completa.

e Si ZF es consistente, entonces no es completa ni decidible.

Esteban Martinez Vané
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