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¿Qué es el axioma de elección?

Dada cualquier familia de conjuntos I que no contenga al vacío
existe una función de elección para I, es decir, existe una función
f : I → ⋃

i∈I i de modo que f (i) ∈ i para cada i ∈ I.
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¿Qué es el axioma de elección?

Dada cualquier familia de conjuntos I, existe una función de
elección para I, es decir, existe una función f : I → ⋃

i∈I i de modo
que f (i) ∈ i para cada i ∈ I.

Algunas consideraciones:

• El axioma nos habla de la existencia de la función de elección,
pero NO de una función de elección explícita.
• Bajo ciertas condiciones extras (p.e. si los elementos de I
están bien ordenados), podemos construir explícitamente la
función de elección.
• Si la familia I es finita, no necesitamos este axioma.
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¿Qué es el axioma de elección?
¿Cómo surge el axioma de elección?
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¿Qué es el axioma de elección?
¿Cómo surge el axioma de elección?

Georg Cantor (1845 - 1918)
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¿Qué es el axioma de elección?
¿Cómo surge el axioma de elección?

Georg Cantor (1845 - 1918)

Siempre es posible transformar
cualquier conjunto bien defini-
do en un conjunto bien orde-
nado. Más adelante diré más
sobre esta ley del pensamien-
to, que me parece fundamen-
tal y de gran trascendencia, y
que destaca especialmente por
su universalidad.

George Cantor (1883)
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¿Podría llevarnos el axioma de elección a una contradicción?
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¿Qué es el axioma de elección?
¿Podría llevarnos el axioma de elección a una contradicción?

Kurt Gödel (1906 - 1978)

Teorema: Gödel, 1938

Si ZF es consistente, entonces lo es ZFC.
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¿Qué es el axioma de elección?
¿Podría llevarnos el axioma de elección a una contradicción?
Gödel introdujo una jerarquía de conjuntos:

L0 = ∅
Lα+1 = Def(Lα)

Lλ = ⋃
α<λ Lα
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¿Qué es el axioma de elección?
¿Podría llevarnos el axioma de elección a una contradicción?
Gödel introdujo una jerarquía de conjuntos:

L0 = ∅
Lα+1 = Def(Lα)

Lλ = ⋃
α<λ Lα

A la clase

L =
⋃
α∈Ω

Lα

la llamo el universo constructible y demostró que es un modelo de
ZF más el axioma que afirma que todo conjunto es constructible,
teoría en la cual se puede demostrar el axioma de elección.
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¿Qué es el axioma de elección?

Moraleja: El axioma de elección, por sí mismo, no introduce
conjuntos “raros” de los que no tenemos ninguna descripción
concreta, pues si únicamente tratamos con conjuntos
constructibles es un teorema. Para que introduzca conjuntos
“raros”, debemos estar ya tratando con conjuntos “raros”.
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¿Qué es el axioma de elección?
Pero, ¿podría ser redundante? ¿Podría ser un teorema de ZF?

Paul Cohen (1934 - 2007)

Teorema: Cohen, 1963

Si ZF es consistente, entonces lo es ZF¬C.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección

Son equivalentes:

(i) El axioma de elección.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección

Son equivalentes:

(i) El axioma de elección.
(ii) El lema de Zorn.
Todo conjunto ordenado en el cual toda cadena tiene cota superior
contiene un elemento maximal.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección

Son equivalentes:

(i) El axioma de elección.
(ii) El lema de Zorn.
(iii) El principio del buen orden.
Todo conjunto admite un buen orden.

El Axioma de Elección es claramente cierto, el Principio del Buen
Orden es claramente falso; ¿y quién puede decir nada sobre el lema

de Zorn?

Jerry L. Bona
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección

Son equivalentes:

(i) El axioma de elección.
(ii) El lema de Zorn.
(iii) El principio del buen orden.
(iv) Principio maximal de Hausdorff.
En cualquier conjunto ordenado cada cadena puede extenderse a
una cadena maximal.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección

Son equivalentes:

(i) El axioma de elección.
(ii) El lema de Zorn.
(iii) El principio del buen orden.
(iv) Principio maximal de Hausdorff.
(v) Ley de tricotomía para cardinales.
Dados dos conjuntos, o bien son equipotentes, o bien existe un em-
bedimiento de uno al otro o viceversa.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección

Son equivalentes:

(i) El axioma de elección.
(ii) El lema de Zorn.
(iii) El principio del buen orden.
(iv) Principio maximal de Hausdorff.
(v) Ley de tricotomía para cardinales.
(vi) Teorema de Tarski.
Dado cualquier conjunto infinito A, existe una biyección entre A y
A× A.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección

Son equivalentes:

(i) El axioma de elección.
(ii) El lema de Zorn.
(iii) El principio del buen orden.
(iv) Principio maximal de Hausdorff.
(v) Ley de tricotomía para cardinales.
(vi) Teorema de Tarski
(vii) Toda función sobreyectiva tiene inversa por la derecha.
(viii) Todo espacio vectorial tiene una base.
(ix) Todo conjunto admite estructura de grupo (grupo abeliano,

anillo, anillo conmutativo, dominio de integridad con unidad).
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección

Son equivalentes:

(x) Teorema de Krull.
En todo anillo unitario, cualquier ideal puede extenderse a un ideal
maximal.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección

Son equivalentes:

(x) Teorema de Krull.
(xi) La bola unidad del dual de cualquier espacio normado tiene un

punto extremo.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección

Son equivalentes:

(x) Teorema de Krull.
(xi) La bola unidad del dual de cualquier espacio normado tiene un

punto extremo.
(xii) El producto cartesiano de espacios conexos es conexo.
(xiii) Teorema de Tychonoff.
El producto cartesiano de espacios compactos es compacto.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección

Son equivalentes:

(x) Teorema de Krull.
(xi) La bola unidad del dual de cualquier espacio normado tiene un

punto extremo.
(xii) El producto cartesiano de espacios conexos es conexo.
(xiii) Teorema de Tychonoff.
(xiv) En la topología producto, la clausura del producto cartesiano

de una familia de subconjuntos es igual al producto de las
clausuras.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección

Son equivalentes:

(x) Teorema de Krull.
(xi) La bola unidad del dual de cualquier espacio normado tiene un

punto extremo.
(xii) El producto cartesiano de espacios conexos es conexo.
(xiii) Teorema de Tychonoff.
(xiv) En la topología producto, la clausura del producto cartesiano

de una familia de subconjuntos es igual al producto de las
clausuras.

(xv) Teorema de Löwenheim–Skolem.
Si una teoría axiomática tiene un modelo de cardinal κ, entonces
tiene un modelo de cardinal µ para cada ℵ0 ≤ µ ≤ κ.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección

Son equivalentes:

(x) Teorema de Krull.
(xi) La bola unidad del dual de cualquier espacio normado tiene un

punto extremo.
(xii) El producto cartesiano de espacios conexos es conexo.
(xiii) Teorema de Tychonoff.
(xiv) En la topología producto, la clausura del producto cartesiano

de una familia de subconjuntos es igual al producto de las
clausuras.

(xv) Teorema de Löwenheim–Skolem.
(xvi) Todo grafo conexo tiene un árbol generador.
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Formas débiles del axioma de elección

HCG

AE

TUED

TN

AEN

FIN AEN(R)TUN

TUN(R)

TUN(Fin)

TUN(2)

AEN(Fin)

AEN(n)

AEN(2)

FIN(R)

TDU AE(Fin)

TDU(N)HB

PBT

NML

TDU(?)

AE(n)
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Análisis elemental

En ZF se cumplen:
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Análisis elemental

En ZF se cumplen:

• R y todos sus subespacios son metrizables.
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• R y todos sus subespacios tienen bases numerables.
• R es separable.
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Análisis elemental

En ZF se cumplen:

• R y todos sus subespacios son metrizables.
• R y todos sus subespacios tienen bases numerables.
• R es separable.
• Un subespacio de R es conexo si, y solo si, es un intervalo.
• Un subespacio de R es compacto si, y solo si, es cerrado y
acotado.
• Todo conjunto infinito y acotado de R tiene un punto de acu-
mulación en R.
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Análisis elemental

En ZF se cumplen:

• R y todos sus subespacios son metrizables.
• R y todos sus subespacios tienen bases numerables.
• R es separable.
• Un subespacio de R es conexo si, y solo si, es un intervalo.
• Un subespacio de R es compacto si, y solo si, es cerrado y
acotado.
• Todo conjunto infinito y acotado de R tiene un punto de acu-
mulación en R.
• Una función f : R −→ R es continua si, y solo si, es secuen-

cialmente continua.
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Análisis elemental

En ZF se cumplen:

• R y todos sus subespacios son metrizables.
• R y todos sus subespacios tienen bases numerables.
• R es separable.
• Un subespacio de R es conexo si, y solo si, es un intervalo.
• Un subespacio de R es compacto si, y solo si, es cerrado y
acotado.
• Todo conjunto infinito y acotado de R tiene un punto de acu-
mulación en R.
• Una función f : R −→ R es continua si, y solo si, es secuen-

cialmente continua.
• Una función f : [0, 1] −→ R es continua si, y solo si, es unifor-

memente continua.
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Análisis elemental

Sin embargo, en ZF puede ocurrir:

• R no es Fréchet-Urysohn.
Existe un subconjunto A ⊂ R y un punto a ∈ Ā de modo que no
existe ninguna sucesión contenida en A que converja al punto a.
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Análisis elemental

Sin embargo, en ZF puede ocurrir:

• R no es Fréchet-Urysohn.
• R no es secuencial.

Existe un subconjunto A ⊂ R tal que para cualquier sucesión
{an}n∈N ⊂ A convergente a cierto x ∈ R se cumple que x ∈ A,
pero de modo que A no es cerrado.
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Análisis elemental

Sin embargo, en ZF puede ocurrir:

• R no es Fréchet-Urysohn.
• R no es secuencial.
• R no es Lindelöf.

Un espacio topológico X es Lindelöf si todo cubrimiento abierto de
X tiene un subcubrimiento numerable.
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• Existen subespacios completos y no cerrados.
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• Existen funciones f : R −→ R secuencialmente continuas en

un punto x , pero no continuas en x .
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Sin embargo, en ZF puede ocurrir:

• R no es Fréchet-Urysohn.
• R no es secuencial.
• R no es Lindelöf.
• Existen subespacios de R no separables.
• Existen subespacios completos y no cerrados.
• Existen subespacios secuencialmente compactos y no compac-
tos.
• Existen funciones f : R −→ R secuencialmente continuas en

un punto x , pero no continuas en x .
• Existen funciones f : X ⊂ R −→ R secuencialmente continuas,
pero no continuas.
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Análisis elemental

Basta considerar el axioma AEN(R) para solucionar todos estos
“desastres” y, de hecho, en ZF son equivalentes:

• AEN(R)
• R es Fréchet-Urysohn.
• R es Lindelöf.
• Todo subespacios de R es separable.
• Una función f : R −→ R es continua en un punto x si, y solo
si, es secuencialmente continua en x .
• Para cualquier subconjunto X ⊂ R, una función f : X −→ R
es continua si, y solo si, es secuencialmente continua.

Esteban Martínez Vañó Universidad de GranadaDepartamento de Análisis Matemático
¿Podemos elegir no elegir en análisis funcional?



Análisis elemental

Basta considerar el axioma AEN(R) para solucionar todos estos
“desastres” y, de hecho, en ZF son equivalentes:
• AEN(R)
• R es Fréchet-Urysohn.
• R es Lindelöf.
• Todo subespacios de R es separable.
• Una función f : R −→ R es continua en un punto x si, y solo

si, es secuencialmente continua en x .
• Para cualquier subconjunto X ⊂ R, una función f : X −→ R
es continua si, y solo si, es secuencialmente continua.

Esteban Martínez Vañó Universidad de GranadaDepartamento de Análisis Matemático
¿Podemos elegir no elegir en análisis funcional?



Análisis elemental

Es resto de puntos son equivalentes en ZF al axioma AEN(cR), el
axioma de elección numerable para familias de subespacios
completos (no vacíos) de R. Es decir, son equivalentes:

• AEN(cR)
• R es secuencial.
• Todos subespacio completo de R es cerrado.
• Todo subespacio secuencialmente compacto de R es

compacto.
• AE(cR).
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Banach-Steinhaus, aplicación abierta y gráfica cerrada

Axioma de
elecciones dependientes

Axioma de
elección numerable

Teorema de la aplicación abiertaTeorema de la gráfica cerrada

Teorema de Banach-Steinhaus

Axioma de múltiple
elección numerable

Axioma de
elección numerable en R
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Hahn-Banach

• Es equivalente a:

• La bola dual de un espacio normado es
w∗-cuasicompacta.

• Toda álgebra de Boole admite una medida no trivial.
• El teorema de los ultrafiltros implica HB, pero es

independiente de este:
Existe un modelo de ZF en el que se cumple HB, pero no se
cumplen TU ni KM.
• HB es independiente de DC y viceversa.
• HB + Krein-Millman para conjuntos convexos cuasicompactos

es equivalente al axioma de elección.
• HB + KM ?⇒ AE
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Alaoglu-Bourbaki

• Es equivalente al teorema de los ultrafiltros.

• AB + Krein-Millman para conjuntos convexos cuasicompactos
es equivalente al axioma de elección.
• AB + Krein-Millman es equivalente al axioma de elección.
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Krein-Millman

• KM ?⇒ KMC

• KM ?⇒ AE
• KM ?⇒ TU
• TU 6⇒ KM
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