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Prefacio

Este texto consiste en la redacciéon en formato PDF del hilo Ordinales menores que ¢
escrito por Carlos Ivorra.

Por las diferencias entre el formato web y el formato PDF existen pequenos cambios en el
texto, pero esencialmente es idéntico al hilo enlazado anteriormente. Uno de estos cambios
es utilizar recuadros de color amarillo para representar el texto indicado como “spoiler”
en el hilo original.

Cada seccién del texto (salvo la ultima) se corresponde con cada una de las respuestas de
dicho hilo y al final de las mismas se encuentra un enlace al post original. La tltima seccion
recoge las respuestas mas interesantes publicadas en el hilo de comentarios v respuestas
anexo al hilo principal:

(C1) Sia= (B, -, 0n), entonces f; < «, luego cada f; < a.

(C2) ;Coémo se pueden definir (formalmente) conjuntos obtenidos de manera recursiva,
como es el caso de E, en AP? Es decir, jcémo se puede formalizar la formula n € E?

(C3) Discusion sobre la validez del primer argumento de Gentzen.
(C4) Respuesta de Eparoh al Acertijo metamatematico.

(C5) (Es posible formalizar en ZFC el segundo argumento de Gentzen?
(C6) Discusion sobre la validez del argumento de Takeuti.

(C7) Demostracién de argentinator la buena ordenacién de €.

(C8) No es posible demostrar en AP que Hércules siempre gana.

Por ultimo, adjunto aqui dos archivos de Maple que contienen todos los programas (y
algunos mas) desarrollados en este texto.
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  Una hidra ser\303\241 un \303\241rbol con una \303\272nica ra\303\255z (el cuerpo) que denotaremos por 0.
 La representaremos como un array donde cada fila representa un nodo y consta de tres elementos:
 
  El \303\255ndice del nodo
 El nodo "padre" del cual sale
  El conjunto de nodos "hijos" que salen de \303\251l


 
 
 


 
 
  Para no repetir las cuentas, definimos de forma global la hidra, el conjunto de sus cabezas, el mayor \303\255ndice utilizado


 
 
 Hidra:=Array([[0,{},{1,2,3}],[1,0,{4,5}],[2,0,{}],[3,0,{6}],[4,1,{7,8}],[5,1,{}],[6,3,{}],[7,4,{}],[8,4,{}]]):
Cabezas:={2,5,6,7,8}:
Mind:=8:


  
 Programas
 
 
 Permite visualizar una hidra


 
 
 dibuja:=proc()
   global Hidra;
   local E;
      E:=`union`(seq({seq({Hidra[i][1],j},j in Hidra[i,3])},i=1..upperbound(Hidra)[1]));
   RETURN(plottools[rotate](GraphTheory[DrawGraph](GraphTheory[Graph](E)),Pi));
end:


 
 
 


 
 
  Actualiza el \303\255ndice m\303\241ximo


 
 
 indice:=proc()
   global Mind;
      Mind:=Mind+1;
   RETURN(Mind);
end:


 
 
 


 
 
  A\303\261ade una cabeza en el nodo i con \303\255ndice R


 
 
  a\303\261ade:=proc(i,R:=None)
   global Hidra, Cabezas, Mind;
   local pos, r;
      if R=None then
         r:=indice();
      else
         r:=R;
         Mind:=R;
      fi;
      Hidra:=ArrayTools[Concatenate](1,Hidra, Array([r,i,{}]));  # A\303\261adimos la cabeza a la hidra
      pos:=ListTools[Search](i,Hidra[..,1]);  # Buscamos la posici\303\263n del nodo de \303\255ndice i
      Hidra(pos,3):=Hidra(pos,3) union {r};  # Incluimos la cabeza como hijo de i
      Cabezas:=Cabezas union {r};  # A\303\261adimos la cabeza a la lista de cabezas de la hidra
      if member(i,Cabezas) then
         Cabezas:=Cabezas minus {i};
      fi;
         
   RETURN();
end:


 
 
 


 
 
 Traslada todo lo que hay sobre el nodo i al nodo j


 
 
 traslada:=proc(i,j)
   global Hidra, Cabezas;
   local k, r, pos;
      pos:=ListTools[Search](i,Hidra[..,1]);  # Buscamos la posici\303\263n del nodo de \303\255ndice i
      for k in Hidra(pos,3) do
         r:=indice();
          a\303\261ade(j,r);
         traslada(k,r);
      od;
   RETURN();
end:


 
 
 


 
 
 Corta la cabeza i y regenera n veces la rama adecuada


 
 
 corta:=proc(i,n)
   global Hidra, Cabezas;
   local pos, cuello, pos1, pecho, j, r;
      if not member(i, Cabezas) then
         RETURN(printf("El nodo %d no es una cabeza",i));
      else
         pos:=ListTools[Search](i,Hidra[..,1]);  # Buscamos la posici\303\263n de la cabeza
         cuello:=Hidra[pos][2];  # Padre de la cabeza (cuello)
         if pos = upperbound(Hidra)[1] then  # Eliminamos la cabeza de la hidra
            Hidra:=Hidra(1..pos-1,..);
         else
            Hidra:=ArrayTools[Concatenate](1,Hidra(1..pos-1,..),Hidra(pos+1..,..));
         fi;
         Cabezas:=Cabezas minus {i};  # Eliminamos la cabeza de la lista de cabezas
         pos1:=ListTools[Search](cuello,Hidra[..,1]);  # Buscamos la posici\303\263n del cuello
         Hidra(pos1,3):=Hidra(pos1,3) minus {i};  # Eliminamos la cabeza de los hijos del cuello
         if cuello <> 0 then  # Si el padre no es la ra\303\255z, entonces debemos copiar las ramas adecuadas
            pecho:=Hidra[pos1][2];  # Padre del cuello (pecho)
            if Hidra[pos1][3] = {} then  # En este caso, el cuello pasa a ser una cabeza
               Cabezas:=Cabezas union {cuello};
            fi;
            for j from 1 to n do  # Regeneramos n veces la Hidra
               r:=indice();
                a\303\261ade(pecho,r);  # Creamos un nuevo nodo sobre el pecho
               traslada(cuello,r)  # Trasladamos todo lo que hay sobre el cuello a este nuevo nodo
            od;
         fi;
      fi;
   RETURN();
end:



  
 Ejemplo 1
 
 
 E:=[5,7,8,4]:
dibuja();
for i from 1 to 4 do
   corta(E[i],i);
   dibuja();
od;

 
  

 
  

 
  

 
  

 
  



  
 Ejemplo 2
 
 
 Hidra:=Array([[0,{},{1,2,3}],[1,0,{4,5}],[2,0,{}],[3,0,{6}],[4,1,{7,8}],[5,1,{}],[6,3,{}],[7,4,{}],[8,4,{}]]):
Cabezas:={2,5,6,7,8}:
Mind:=8:


 
 
 Asaltos:=500:
for i from 1 to Asaltos do
   r:=rand(1..nops(Cabezas))():
   c:=Cabezas[r]:
   corta(c,i):
    printf("Asalto %d: Cortamos la cabeza %d -> Quedan %d cabezas\134n",i,c,nops(Cabezas));
od:

 
 Asalto 1: Cortamos la cabeza 2 -> Quedan 4 cabezas
 Asalto 2: Cortamos la cabeza 7 -> Quedan 5 cabezas
Asalto 3: Cortamos la cabeza 6 -> Quedan 8 cabezas
Asalto 4: Cortamos la cabeza 15 -> Quedan 7 cabezas
Asalto 5: Cortamos la cabeza 13 -> Quedan 6 cabezas
Asalto 6: Cortamos la cabeza 12 -> Quedan 12 cabezas
Asalto 7: Cortamos la cabeza 14 -> Quedan 11 cabezas
Asalto 8: Cortamos la cabeza 5 -> Quedan 82 cabezas
Asalto 9: Cortamos la cabeza 41 -> Quedan 153 cabezas
Asalto 10: Cortamos la cabeza 146 -> Quedan 222 cabezas
Asalto 11: Cortamos la cabeza 266 -> Quedan 287 cabezas
Asalto 12: Cortamos la cabeza 128 -> Quedan 370 cabezas
Asalto 13: Cortamos la cabeza 272 -> Quedan 447 cabezas
Asalto 14: Cortamos la cabeza 301 -> Quedan 461 cabezas
Asalto 15: Cortamos la cabeza 525 -> Quedan 550 cabezas
Asalto 16: Cortamos la cabeza 177 -> Quedan 566 cabezas
Asalto 17: Cortamos la cabeza 171 -> Quedan 684 cabezas
Asalto 18: Cortamos la cabeza 632 -> Quedan 773 cabezas
Asalto 19: Cortamos la cabeza 160 -> Quedan 905 cabezas
Asalto 20: Cortamos la cabeza 175 -> Quedan 925 cabezas
Asalto 21: Cortamos la cabeza 612 -> Quedan 946 cabezas
Asalto 22: Cortamos la cabeza 391 -> Quedan 968 cabezas
Asalto 23: Cortamos la cabeza 1286 -> Quedan 991 cabezas
 Asalto 24: Cortamos la cabeza 1139 -> Quedan 1134 cabezas
 Asalto 25: Cortamos la cabeza 813 -> Quedan 2208 cabezas
 Asalto 26: Cortamos la cabeza 2269 -> Quedan 3299 cabezas
 Asalto 27: Cortamos la cabeza 2963 -> Quedan 4405 cabezas
 Asalto 28: Cortamos la cabeza 2798 -> Quedan 5552 cabezas
 Asalto 29: Cortamos la cabeza 5738 -> Quedan 6711 cabezas
 Asalto 30: Cortamos la cabeza 4764 -> Quedan 7910 cabezas
 Asalto 31: Cortamos la cabeza 1278 -> Quedan 8095 cabezas
Asalto 32: Cortamos la cabeza 8602 -> Quedan 8127 cabezas
Asalto 33: Cortamos la cabeza 400 -> Quedan 8160 cabezas
 Asalto 34: Cortamos la cabeza 1522 -> Quedan 8329 cabezas
 Asalto 35: Cortamos la cabeza 8564 -> Quedan 9693 cabezas
 Asalto 36: Cortamos la cabeza 3631 -> Quedan 11168 cabezas
 Asalto 37: Cortamos la cabeza 11775 -> Quedan 12647 cabezas
 Asalto 38: Cortamos la cabeza 12117 -> Quedan 14128 cabezas
 Asalto 39: Cortamos la cabeza 14617 -> Quedan 15609 cabezas
 Asalto 40: Cortamos la cabeza 3781 -> Quedan 17248 cabezas
 Asalto 41: Cortamos la cabeza 4117 -> Quedan 18887 cabezas
 Asalto 42: Cortamos la cabeza 10802 -> Quedan 20566 cabezas
 Asalto 43: Cortamos la cabeza 10474 -> Quedan 22199 cabezas
 Asalto 44: Cortamos la cabeza 12612 -> Quedan 23914 cabezas
 Asalto 45: Cortamos la cabeza 17155 -> Quedan 25713 cabezas
 Asalto 46: Cortamos la cabeza 10191 -> Quedan 27460 cabezas
 Asalto 47: Cortamos la cabeza 15457 -> Quedan 29198 cabezas
 Asalto 48: Cortamos la cabeza 12962 -> Quedan 31069 cabezas
 Asalto 49: Cortamos la cabeza 16990 -> Quedan 33028 cabezas
 Asalto 50: Cortamos la cabeza 23536 -> Quedan 34927 cabezas
 Asalto 51: Cortamos la cabeza 16170 -> Quedan 36813 cabezas
 Asalto 52: Cortamos la cabeza 21979 -> Quedan 38736 cabezas
 Asalto 53: Cortamos la cabeza 34072 -> Quedan 40802 cabezas
 Asalto 54: Cortamos la cabeza 9512 -> Quedan 42853 cabezas
 Asalto 55: Cortamos la cabeza 1425 -> Quedan 43127 cabezas
 Asalto 56: Cortamos la cabeza 660 -> Quedan 44246 cabezas
 Asalto 57: Cortamos la cabeza 746 -> Quedan 44530 cabezas
 Asalto 58: Cortamos la cabeza 45563 -> Quedan 45631 cabezas
 Asalto 59: Cortamos la cabeza 19188 -> Quedan 47931 cabezas
 Asalto 60: Cortamos la cabeza 36376 -> Quedan 50150 cabezas
 Asalto 61: Cortamos la cabeza 44405 -> Quedan 52406 cabezas
 Asalto 62: Cortamos la cabeza 32283 -> Quedan 54761 cabezas
 Asalto 63: Cortamos la cabeza 28586 -> Quedan 57091 cabezas
 Asalto 64: Cortamos la cabeza 12575 -> Quedan 59586 cabezas
 Asalto 65: Cortamos la cabeza 60105 -> Quedan 62055 cabezas
 Asalto 66: Cortamos la cabeza 50596 -> Quedan 64430 cabezas
 Asalto 67: Cortamos la cabeza 15471 -> Quedan 66841 cabezas
 Asalto 68: Cortamos la cabeza 28281 -> Quedan 69356 cabezas
 Asalto 69: Cortamos la cabeza 68663 -> Quedan 71770 cabezas
 Asalto 70: Cortamos la cabeza 37978 -> Quedan 74289 cabezas
 Asalto 71: Cortamos la cabeza 1904 -> Quedan 77270 cabezas
 Asalto 72: Cortamos la cabeza 669 -> Quedan 77342 cabezas
 Asalto 73: Cortamos la cabeza 13063 -> Quedan 80188 cabezas
 Asalto 74: Cortamos la cabeza 30655 -> Quedan 82999 cabezas
 Asalto 75: Cortamos la cabeza 56350 -> Quedan 85773 cabezas
 Asalto 76: Cortamos la cabeza 81147 -> Quedan 88660 cabezas
 Asalto 77: Cortamos la cabeza 85421 -> Quedan 91508 cabezas
 Asalto 78: Cortamos la cabeza 12589 -> Quedan 94471 cabezas
 Asalto 79: Cortamos la cabeza 26443 -> Quedan 97551 cabezas
 Asalto 80: Cortamos la cabeza 86808 -> Quedan 100430 cabezas
 Asalto 81: Cortamos la cabeza 68795 -> Quedan 103264 cabezas
 Asalto 82: Cortamos la cabeza 55986 -> Quedan 106297 cabezas
 Asalto 83: Cortamos la cabeza 40317 -> Quedan 109284 cabezas
 Asalto 84: Cortamos la cabeza 78165 -> Quedan 112727 cabezas
 Asalto 85: Cortamos la cabeza 76107 -> Quedan 115701 cabezas
 Asalto 86: Cortamos la cabeza 62268 -> Quedan 118968 cabezas
 Asalto 87: Cortamos la cabeza 103413 -> Quedan 122012 cabezas
 Asalto 88: Cortamos la cabeza 85112 -> Quedan 125267 cabezas
 Asalto 89: Cortamos la cabeza 112952 -> Quedan 128381 cabezas
 Asalto 90: Cortamos la cabeza 80652 -> Quedan 131800 cabezas
 Asalto 91: Cortamos la cabeza 82369 -> Quedan 135257 cabezas
 Asalto 92: Cortamos la cabeza 116236 -> Quedan 138936 cabezas
 Asalto 93: Cortamos la cabeza 52732 -> Quedan 142283 cabezas
 Asalto 94: Cortamos la cabeza 143752 -> Quedan 145948 cabezas
 Asalto 95: Cortamos la cabeza 74144 -> Quedan 149177 cabezas
 Asalto 96: Cortamos la cabeza 148112 -> Quedan 152824 cabezas
 Asalto 97: Cortamos la cabeza 149936 -> Quedan 156509 cabezas
 Asalto 98: Cortamos la cabeza 71950 -> Quedan 160036 cabezas
 Asalto 99: Cortamos la cabeza 122335 -> Quedan 163698 cabezas
 Asalto 100: Cortamos la cabeza 53195 -> Quedan 167297 cabezas
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  Ordinales menores que \317\2650
  
  Funci\303\263n diagonal de Cantor
  
  Programas auxiliares
 
 
 Parte entera de la mitad de un entero


 
 
 mident:=proc(n)
   if n mod 2 =0 then
      RETURN(n/2);
   else
      RETURN((n-1)/2);
   fi;
end:


 
 
 


 
 
  Parte entera de la ra\303\255z cuadrada de un entero


 
 
 esqrt:=proc(n, low:=1, high:=mident(n))
   local m;
      if n <3 then
         RETURN(1);
      elif n=4 then
         RETURN(2);
      else
         if low <= high then
            m:=mident(low+high);
            if m^2<=n and n<(m+1)^2 then
               RETURN(m);
            elif m^2<n then
               RETURN(esqrt(n,m+1,high));
            else
               RETURN(esqrt(n,low,m-1));
            fi;
         fi;
         RETURN(low);
      fi;
end:        



 
 
  Funci\303\263n diagonal de Cantor


 
 
 Cdiag:=proc(x,y)
   RETURN(x+(x+y)*(x+y+1)/2);
end:


 
 
 


 
 
  Inversa de la funci\303\263n diagonal de Cantor


 
 
 p2:=proc(z)
   local n, x, y;
      n:=esqrt(2*z);
      if n*(n+1)/2 <= z and z < (n+1)*(n+2)/2 then
         x:=z-n*(n+1)/2;
         y:=n-x;
      else
         n:=n-1;
         x:=z-n*(n+1)/2;
         y:=n-x;
      fi;
   RETURN(convert([x,y],Array));
end:



  
  Extensi\303\263n de la funci\303\263n diagonal de Cantor a n-tuplas
 
 
  Biyecci\303\263n de N^n en N


 
 
 Tupla:=proc(L)
   local n,A;
      A:=convert(L,Array);
      n:=ArrayTools[Size](A)[2];
      if n=1 then
         RETURN(A[1]);
      else
         RETURN(Cdiag(Tupla(A[1..n-1]),A[n]));
      fi;
end:


 
 
 


 
 
  Biyecci\303\263n de N en N^n


 
 
 pn:=proc(z,n)
   local r, i, w, X;
      if n=1 then
         RETURN(Array([z]));
      else
         r:=Array([seq(0,i=1..n)]);
         w:=z;
         for i from 0 to n-2 do
            X:=p2(w);
            r[n-i]:=X[2];
            w:=X[1];
         od;
         r[1]:=X[1];
         r[2]:=X[2];
         RETURN(r);
      fi;
end:



  
  Extensi\303\263n de la funci\303\263n diagonal de Cantor al espacio de sucesiones finitas
 
 
  Biyecci\303\263n de omega^omega en N


 
 
 s_omega:=proc(L)
   local A;
      A:=convert(L, Array);
      if ArrayTools[Size](A)[2]=0 then
         RETURN(0);
      else
         RETURN(Cdiag(ArrayTools[Size](A)[2]-1,Tupla(A))+1);
      fi;
end:


 
 
 


 
 
  Longitud de sucesi\303\263n asociada a n\303\272mero


 
 
 lon:=proc(z)
   if z=0 then
      RETURN(0);
   else
      RETURN(p2(z-1)[1]+1);
   fi;
end:


 
 
 


 
 
  Biyecci\303\263n de N en omega^omega


 
 
 term:=proc(z)
   local X;
      if z=0 then
         RETURN(Array([]));
      else
         X:=p2(z-1);
         RETURN(pn(X[2],X[1]+1));
      fi;
end:  



  
 Ordinales
  
  Programas auxiliares
 
 
 Compara dos listas


 
 
 Compara:=proc(L,M)
   local l, m, R, i, A, B;
      A:=convert(L,Array);
      B:=convert(M,Array);
      l:=ArrayTools[Size](A)[2];
      m:=ArrayTools[Size](B)[2];
      if m<l then
         R:=Compara(B,A);
         RETURN([R[1][2],R[1][1]],R[2]);
      else
         for i from 1 to l do
            if not A[i] = B[i] then
               RETURN([0,0],i);
            fi;
         od;
         if l=m then
            RETURN([1,1],0);
         else
            RETURN([0,1],0);
         fi;
      fi;
end:



 
 
 Conjunto R_{n} a partir de S=R_{n-1}


 
 
 Rsig:=proc(n,S)
   local N, i, R, x, X, C;
      N:=term(n);
      if not member(Cdiag(N[1],N[1]),S) then
         RETURN(S);
      else
         for i from 2 to ArrayTools[Size](N)[2] do
            if not member(Cdiag(N[i],N[i]),S) or not member(Cdiag(N[i],N[i-1]),S) then
               RETURN(S);
            fi;
         od;
         R:=S union {Cdiag(n,n)};
         for x from 0 to n-1 do
            if not member(Cdiag(x,x),S) then
               next;
            fi;
            X:=term(x);
            C:=Compara(N,X);
            if C[1]=[0,1] then
               R:=R union {Cdiag(n,x)};
            elif C[1]=[1,0] then
               R:=R union {Cdiag(x,n)};
            else
               if member(Cdiag(N[C[2]],X[C[2]]),S) then
                  R:=R union {Cdiag(n,x)};
               elif member(Cdiag(X[C[2]],N[C[2]]),S) then
                  R:=R union {Cdiag(x,n)};
               fi;
            fi;
         od;
      fi;
   RETURN(R);
end:      


 
 
 


 
 
 Conjunto R_n


 
 
 ConRn:={0}:
Calculado_hasta:=0:


 
 
 Rn:=proc(n)
   global ConRn, Calculado_hasta;
   local i;
      while Calculado_hasta < n do
         Calculado_hasta:=Calculado_hasta+1;
         ConRn:=Rsig(Calculado_hasta,ConRn);
      od;
end:


 
 
 


 
 
  C\303\241lculo de E hasta n a trav\303\251s de Rn


 
 
 ConE:=Array([0]):
Calculado_hasta1:=0:


 
 
 En:=proc(n)
   global ConE, Calculado_hasta, Calculado_hasta1;
   local i;
      if Calculado_hasta < n then
         Rn(n);
      fi;
      while Calculado_hasta1 < n do
         Calculado_hasta1:=Calculado_hasta1+1;
         if member(Cdiag(Calculado_hasta1,Calculado_hasta1),ConRn) then
            ConE:=ArrayTools[Concatenate](2,ConE,Array([Calculado_hasta1]));
         fi;
      od;
end:


 
 
 


 
 
  Determina si un n\303\272mero dado es un ordinal


 
 
 ord:=proc(n)
   En(n);
   RETURN(member(n,ConE));
end:


 
 
 


 
 
 Determina si a<=b como ordinales


 
 
 comp:=proc(a,b)
   En(max(a,b));
   RETURN(member(Cdiag(a,b),ConRn));
end:


 
 
 


 
 
 Ordena los ordinales hasta al menos n


 
 
 ordena:=proc(n)
   En(n);
   RETURN(sort(ConE,comp));
end:


  
  Algoritmos de Carlos Ivorra
 
 
  Calcula la relaci\303\263n de orden entre ordinales hasta n


 
 
 pares:={0}:  # Tuplas de pares de ordinales crecientes calculados (expresadas como n\303\272mero natural en lugar de tuplas)
ordinales:=Array([0]):  # Lista de ordinales calculados
puntero:=0:  # M\303\241ximo n\303\272mero natural que hemos visto si es un ordinal


 
 
 calcula:=proc(n)
   global pares, ordinales, puntero;
   local s, l ,i, x, t, C;
      while puntero < n do
         puntero:=puntero+1;
         s:=term(puntero);
         l:=upperbound(s);
         i:=1;
 # Comprobamos que s es una sucesi\303\263n decreciente de ordinales
         while i < l and member(Cdiag(s[i+1],s[i]),pares) do
            i:=i+1;
         od;
 # Si l=1, entonces lo anterior no hace nada y debemos comprobar si s[1] es un ordinal. Por tanto, comprobamos siempre si el \303\272ltimo elemento de s es un ordinal y, en caso de serlo, aumentamos las correspondientes listas
         if i=l and member(s[i],ordinales) then
            ordinales:=ArrayTools[Concatenate](2,ordinales,Array([puntero]));
            pares:=pares union {Cdiag(puntero,puntero)};
 # Ahora comparamos puntero con todos los ordinales menores (respecto al orden usual, no al ordinal)
            for x from 0 to puntero-1 do
               if member(x,ordinales) then
                  t:=term(x);
                  C:=Compara(s,t);
                  if C[1]=[0,1] then  # En este caso s se prolonga hasta t
                     pares:=pares union {Cdiag(puntero,x)};
                  elif C[1]=[1,0] then  # En este caso t se prolonga hasta s
                     pares:=pares union {Cdiag(x,puntero)};
                  else  # En este caso ambas sucesiones difieren en el m\303\255nimo \303\255ndice C[2]
                     if member(Cdiag(s[C[2]],t[C[2]]),pares) then
                        pares:=pares union {Cdiag(puntero,x)};
                     else
                        pares:=pares union {Cdiag(x,puntero)};
                     fi;
                  fi;
               fi;
            od;
         fi;
      od;
end:


 
 
 


 
 
 Determina si un natural dado es o no un ordinal


 
 
 ord_carlos:=proc(n)
   calcula(n);
   RETURN(member(n,ordinales));
end:


 
 
 


 
 
 Determina si a<=b como ordinales


 
 
 comp_carlos:=proc(a,b)
   calcula(max(a,b));
   RETURN(member(Cdiag(a,b),pares));
end:


 
 
 


 
 
 Ordena los ordinales hasta al menos n


 
 
 ordena_carlos:=proc(n)
   calcula(n);
   RETURN(sort(ordinales,comp));
end:




  
 Forma normal de Cantor
 
 
  Expresi\303\263n de cualquier ordinal en su forma normal de Cantor


 
 
 FNC:=proc(n)
   local i, j, u, l, s, cont, t, coef, exp;
      if n=0 then
         RETURN("0");
      else
         u:="";
         s:=term(n);
         l:=ArrayTools[Size](s)[2];
         i:=1;
         while i<=l do
            j:=i;
            cont:=0;
            t:=s[i];
            while j<=l and s[j]=t do  # Contamos cuantas veces est\303\241 repetido el elemento i-\303\251simo de n
               j:=j+1;
               cont:=cont+1;
            od;
            if t=0 then  # Si t=0, entonces debemos sumar todas las repeticiones
               u:=cat(u,convert(cont,string)," + ");
            else
               if cont=1 then  # Si el t\303\251rmino i-\303\251simo de n no se repite, no ponemos coeficiente
                  coef:="";
               else  # En caso contrario ponemos el coeficiente correspondiente
                  coef:=cat(" ",convert(cont,string)); 
               fi;
               exp:=FNC(t);  # Calculamos la FNC del exponente
               if exp="(1)" then  # Si vale 1, entonces no ponemos nada
                  exp:="";
               else  # En caso contrario ponemos el exponente correspondiente
                  exp:=cat("^",exp);
               fi;
               u:=cat(u,"w",exp,coef," + ");
            fi;
            i:=j;
         od;
         RETURN(cat("(",u[..length(u)-3],")"));
      fi;
end:


 
 
 


 
 
  Expresi\303\263n de cualquier ordinal en su forma normal de Cantor (en LaTex)


 
 
 FNC_Latex:=proc(n)
   local i, j, u, l, s, cont, t, coef, exp;
      if n=0 then
         RETURN("0");
      else
         u:="";
         s:=term(n);
         l:=ArrayTools[Size](s)[2];
         i:=1;
         while i<=l do
            j:=i;
            cont:=0;
            t:=s[i];
            while j<=l and s[j]=t do  # Contamos cuantas veces est\303\241 repetido el elemento i-\303\251simo de n
               j:=j+1;
               cont:=cont+1;
            od;
            if t=0 then  # Si t=0, entonces debemos sumar todas las repeticiones
               u:=cat(u,convert(cont,string)," + ");
            else
               if cont=1 then  # Si el t\303\251rmino i-\303\251simo de n no se repite, no ponemos coeficiente
                  coef:="";
               else  # En caso contrario ponemos el coeficiente correspondiente
                   coef:=cat("\134\134cdot ",convert(cont,string)); 
               fi;
               exp:=FNC_Latex(t);  # Calculamos la FNC del exponente
               if exp="1" then  # Si vale 1, entonces no ponemos nada
                  exp:="";
               else  # En caso contrario ponemos el exponente correspondiente
                  exp:=cat("^{",exp,"}");
               fi;
                u:=cat(u,"\134\134omega ",exp,coef," + ");
            fi;
            i:=j;
         od;
         RETURN(u[..length(u)-3]);
      fi;
end:


 
 
 


  
  Programas auxiliares
 
 
  Busca donde se abre y cierra un par\303\251ntesis


 
 
 Parentesis:=proc(f,n)
   local l, cont, i;
      if f[n]="(" then
         l:=length(f);
         cont:=1;
         i:=n;
         while i < l and cont > 0 do
            i:=i+1;
            if f[i]="(" then
               cont:=cont+1;
            elif f[i]=")" then
               cont:=cont-1;
            fi;
         od;
      else
          RETURN("No es un par\303\251ntesis");
      fi;
      if cont > 0 then
         RETURN(-1);
      else
         RETURN(i);
      fi;
end:   


 
 
 


 
 
  Busca, dado un espacio, la posici\303\263n del siguiente


 
 
 Espacios:=proc(f,n)
   local l, cont, i;
      if f[n]=" " then
         l:=length(f);
         cont:=0;
         i:=n;
         while i < l and cont = 0 do
            i:=i+1;
            if f[i]=" " then
               cont:=cont+1;
            fi;
         od;
      else
         RETURN("No es un espacio");
      fi;
      if cont=0 then
         RETURN(-1);
      else
         RETURN(i);
      fi;
end:


 
 
 


 
 
 Comprueba si cada elemento de una lista es un entero


 
 
 Enteros:=proc(L)
   local i;
      for i from 1 to upperbound(L) do
         if not type(L[i],integer) then
            RETURN(false);
         fi;
      od;
   RETURN(true);
end:



  
  Programas para manipular la "forma normal"
 
 
 Extrae los sumandos de la forma normal de Cantor


 
 
 Extrae_sum:=proc(f)
   local s, l, j, i, N, n, k, A, lm;
      if f[1]<>"(" then
         s:=cat("(",f,")");
      else
         s:=f;
      fi;
      l:=length(s);
      N:=Array([]);
      i:=1;
      if s[2] <> "w" then  # Comprobamos si el primer sumando es un natural
         j:=2;
         while j<l and s[j] <> " " do  
            j:=j+1;
         od;
         if j=l then  # En este caso la entrada es \303\272nicamente un natural   
            n:=parse(s[2..l-1]);
            N:=Array([seq("0",p=1..n)]);
            i:=l;
         else
            n:=parse(s[2..j-1]);
            N:=Array([seq("0",p=1..n)]);
            i:=j+1;
         fi;
      fi;
      while i<l do
         if s[i]="w" and s[i+1]="^" then  # En este caso queremos quedarnos con lo de dentro del par\303\251ntesis
            j:=Parentesis(s,i+2);
            if j=l-1 then  # Estamos al final de la cadena
               n:=1;
               A:=Array([seq(s[i+3..j-1],p=1..n)]);  # Repetimos el par\303\251ntesis el n\303\272mero de veces adecuado
               N:=ArrayTools[Concatenate](2,N,A);
               i:=l;
            elif s[j+2]="+" then  # En este caso tras cerrar el par\303\251ntesis no hay ning\303\272n n\303\272mero
               n:=1;
               A:=Array([seq(s[i+3..j-1],p=1..n)]);  # Repetimos el par\303\251ntesis el n\303\272mero de veces adecuado
               N:=ArrayTools[Concatenate](2,N,A);
               i:=j+2;
            else
               k:=Espacios(s,j+1);
               if k=-1 then  # En este caso estamos al final de la cadena 
                  n:=parse(s[j+2..l-1]);  # Guardamos el n\303\272mero de repeticiones del par\303\251ntesis
                  A:=Array([seq(s[i+3..j-1],p=1..n)]);  # Repetimos el par\303\251ntesis el n\303\272mero de veces adecuado
                  N:=ArrayTools[Concatenate](2,N,A);
                  i:=l;
               else
                  n:=parse(s[j+2..k-1]);
                  A:=Array([seq(s[i+3..j-1],p=1..n)]);  # Repetimos el par\303\251ntesis el n\303\272mero de veces adecuado
                  N:=ArrayTools[Concatenate](2,N,A);
                  i:=k+1;
               fi;
            fi;
         elif s[i]="w" then
            if i=l-1 then  # La cadena termina con una "w"
               N:=ArrayTools[Concatenate](2,N,Array(["1"]));
               i:=l;
            elif s[i+2]="+" then  # Solo hay una "w" pero la cadena no termina
               N:=ArrayTools[Concatenate](2,N,Array(["1"]));
               i:=i+2;
            else  # La cadena no termina y hay m\303\241s de una "w"
               j:=Espacios(s,i+1);
               if j=-1 then  # La cadena termina con las "w"
                  n:=parse(s[i+2..l-1]);
                  N:=ArrayTools[Concatenate](2,N,Array([seq("1",p=1..n)]));
                  i:=l;
               else  # La cadena no termina con las "w"
                  n:=parse(s[i+2..j-1]);
                  N:=ArrayTools[Concatenate](2,N,Array([seq("1",p=1..n)]));
                  i:=j+1;
               fi;
            fi;
         elif s[i]="+" and s[i+2]<>"w" then  # En este caso se est\303\241 sumando un natural
            j:=Espacios(s,i+1);
            if j=-1 then  # El \303\272ltimo sumando es un natural
               n:=parse(s[i+2..l-1]);
               N:=ArrayTools[Concatenate](2,N,Array([seq("0",p=1..n)]));
               i:=l;
            else
               n:=parse(s[i+2..j-1]);
               N:=ArrayTools[Concatenate](2,N,Array([seq("0",p=1..n)]));
               i:=j+1;
            fi;
         else
            i:=i+1;
         fi;
      od;
   RETURN(N);
end:


 
 
 


 
 
  Transforma una sucesi\303\263n de la forma dada por "Extrae_sum" a la "forma normal"


 
 
 FNC_text:=proc(L)
   local s, N, i, n, para;
      s:="";
      N:=upperbound(L);
      i:=1;
      while i <= N do
         n:=1;
         para:=0;
         while i < N and para=0 do
            if L[i] = L[i+1] then 
               n:=n+1;
               i:=i+1;
            else
               para:=1;
            fi;
         od;
         if L[i]="0" then
            s:=cat(s,n," + ");
         elif L[i]="1" then
            if n=1 then
               s:=cat(s,"w"," + ");
            else
               s:=cat(s,"w ",n," + ");
            fi;
         else
            if n=1 then
               s:=cat(s,"w^(",L[i],")"," + ");
            else
               s:=cat(s,"w^(",L[i],") ",n," + ");
            fi;
         fi;
         i:=i+1;
      od;
   RETURN(s[1..length(s)-3]);
end:


 
 
  Simplifica una expresi\303\263n en "forma normal" para eliminar sumandos repetidos


 
 
 Simplifica:=proc(s)
   local R, n, i, aux;
      R:=Extrae_sum(s);
      n:=upperbound(R);
      if n=0 then
         RETURN("0");
      else
         for i from 1 to n do
            try
               aux:=parse(R[i]);
            catch:
               aux:="ERROR";
            end try;
            if not type(aux,integer) then
              R[i]:=Simplifica(R[i]);
            fi;
         od;
      fi;
   RETURN(FNC_text(R));
end:


 
 
 


 
 
  Corrije, sint\303\241cticamente, una expresi\303\263n en "forma normal" 


 
 
 Corrector:=proc(f)
   local s, leng, leng_w, leng_por, l, aux, i, j, parentesis_, r, R, n, para;
      s:=StringTools[DeleteSpace](f);
      leng:={"(",")","w","^","+","*"};
      leng_w:={"^","+","*"};
      parentesis_:={};
      l:=length(s);
 # Primera comprobaci\303\263n: Todos los s\303\255mbolos son correctos y la forma es adecuada
      for i from 1 to l do
         if not member(s[i],leng) then  # Comprobamos que no haya ning\303\272n s\303\255mbolo extra\303\261o
            try 
               aux:=parse(s[i]);
            catch:
               aux:="ERROR";
            end try;
            if not type(aux,integer) then
                printf("Hay alg\303\272n s\303\255mbolo incorrecto");
               RETURN(-1);
            fi;
         fi;
         if s[i]="w" then  # Comprobamos que antes y despu\303\251s de cada "w" hayan los signos adecuados
               if i <> 1 then
                  if s[i-1] <> "+" and s[i-1] <> "(" then
                      printf("Antes de una w solo puede haber un + o un par\303\251ntesis");
                     RETURN(-1);
                  fi;
               elif i <> l then
                  if not member(s[i+1],leng_w) then
                     try 
                        aux:=parse(s[i+1]);
                     catch:
                        aux:="ERROR";
                     end try;
                     if not type(aux,integer) then
                         printf("Despu\303\251s de una w solo puede haber un ^, un +, un * o un n\303\272mero (sin par\303\251ntesis)");
                        RETURN(-1);
                     fi;
                  fi;
               fi;
         elif s[i]="+" then  # Comprobamos que despu\303\251s de cada "+" hayan los signos adecuados
            if i = l then
                printf("No puede haber un + en \303\272ltima posici\303\263n (de alguna subcadena)");
               RETURN(-1);
            else
               if s[i+1] <> "w" then
                  try 
                     aux:=parse(s[i+1]);
                  catch:
                     aux:="ERROR";
                  end try;
                  if not type(aux,integer) then
                     printf(" Tras un + solo puede haber un w o un n\303\272mero (sin par\303\251ntesis)");
                     RETURN(-1);
                  fi;
               fi;
            fi;
         elif s[i]="*" then  # Comprobamos que despu\303\251s de cada "*" haya un n\303\272mero y antes solo haya una w o un (
            if i = 1 then
                printf("No puede haber un * en la primera posici\303\263n (de alguna subcadena)");
               RETURN(-1);
            elif s[i-1]<>"w" and s[i-1]<>")" then
                printf("Antes de un * solo puede haber una w o una w elevada a algo (luego un par\303\251ntesis)");
               RETURN(-1);            
            elif i = l then
                printf("No puede haber un * en la \303\272ltima posici\303\263n (de alguna subcadena)");
               RETURN(-1);
            else
               try 
                  aux:=parse(s[i+1]);
               catch:
                  aux:="ERROR";
               end try;
               if not type(aux,integer) then
                  printf(" Tras un * solo puede haber un n\303\272mero (sin par\303\251ntesis)");
                  RETURN(-1);
               fi;
            fi;
         elif s[i]="^" then  # Comprobamos que antes y despu\303\251s de cada "^" hayan los signos adecuados
            if i = 1 then
                printf("No puede haber un ^ en la primera posici\303\263n (de alguna subcadena)");
               RETURN(-1);
            elif s[i-1] <> "w" then
               printf("Solo las w pueden tener exponentes");
               RETURN(-1);
            elif i = l then
                printf("No puede haber un ^ en la \303\272ltima posici\303\263n (de alguna subcadena)");
               RETURN(-1);
            elif s[i+1] <> "(" then
                printf("Despu\303\251s de cada ^ se debe poner un () para evitar confusiones");
               RETURN(-1);
            fi;
         elif s[i]="(" then  # Comprobamos que todo par\303\251ntesis que se abra se cierre y tenga algo dentro
            j:=Parentesis(s,i);
            if j=-1 then
                printf("Alg\303\272n par\303\251ntesis no se cierra");
               RETURN(-1);
            elif j=i+1 then
                printf("Hay alg\303\272n par\303\251ntesis sin contenido dentro");
               RETURN(-1);
            else
               parentesis_:=parentesis_ union {j};
            fi;
         elif s[i]=")" then  # Comprobamos que todo par\303\251ntesis que se cierra es el resultado de uno que se abri\303\263
            if not member(i,parentesis_) then
                printf("Alg\303\272n par\303\251ntesis se cierra sin haberse abierto");
               RETURN(-1);
            fi;
            if i<> l then  # Comprobamos tambi\303\251n que despu\303\251s solo haya un "+", un "*", un ")" o un n\303\272mero
               if s[i+1] <> "+" and s[i+1] <> "*" and s[i+1] <> ")" then
                  try 
                     aux:=parse(s[i+1]);
                  catch:
                     aux:="ERROR";
                  end try;
                  if not type(aux,integer) then
                     printf(" Tras un ) solo puede haber un +, un *, un ) o un n\303\272mero (sin par\303\251ntesis)");
                     RETURN(-1);
                  fi;
               fi;
            fi
         fi;
      od;
 # Segunda comprobaci\303\263n y (quasi)adecuaci\303\263n a la forma
      if s[1] <> "w" then  # Si el primer s\303\255mbolo no es una "w" debe ser un "(" o un natural
         if s[1] = "(" then  # Si es un par\303\251ntesis entonces debe encerrar toda la cadena
            if Parentesis(s,1) <> l then
                printf("El primer s\303\255mbolo es err\303\263neo");
               RETURN(-1);
            else
               s:=s[2..l-1];
               l:=length(s);
            fi;
         else  # Si no, debe ser un natural
            try 
               aux:=parse(s[1]);
            catch:
               aux:="ERROR";
            end try;
            if not type(aux,integer) then
               printf("El  primer s\303\255mbolo es err\303\263neo");
               RETURN(-1);
            fi;
         fi;
      fi;
      r:="";
      i:=1;
      while i<=l do  # Apa\303\261amos la cadena a su forma adecuada
         if i=1 and s[i]<>"w" then  # Si el primer t\303\251rmino no es "w" debe ser un natural
            n:=s[1];
            para:=0;
            j:=1;
            while j<l and para = 0 do
               j:=j+1;
               try
                  aux:=parse(s[j]);
               catch:
                  aux:="ERROR";
               end try;
               if type(aux,integer) then
                  n:=cat(n,aux);
               else
                  para:=1;
               fi;
            od;
            r:=cat(r,n," + ");
            i:=length(n)+1;
         elif s[i] = "w" then  # Si el t\303\251rmino es una "w"
            if i=l then  # Si es el \303\272ltimo, la cadena acaba con "w"
               r:=cat(r,"w"," + ");
               i:=l+1;
            elif s[i+1] = "^" then  # Si es de la forma "w^(...)", apa\303\261amos lo que haya entre par\303\251ntesis
               j:=Parentesis(s,i+2);
               R:=Corrector(s[i+3..j-1]);
               if R=-1 then
                   printf("Hay alg\303\272n problema en la expresi\303\263n");
                  RETURN(-1);
               elif j <> l then #  Si  "w^(...)" no est\303\241 al final, despu\303\251s puede tener
                  if s[j+1]="+" then  # Un "+", con lo que no le multiplica ning\303\272n n\303\272mero
                     r:=cat(r,"w^",R," + ");
                     i:=j+1;
                  else  # Si no tiene un "+" detr\303\241s, entonces le multiplica un n\303\272mero
                     n:="";
                     para:=0;
                     if s[j+1]="*" then
                        j:=j+1;
                     fi;
                     while j<l and para = 0 do
                        j:=j+1;
                        try
                           aux:=parse(s[j]);
                        catch:
                           aux:="ERROR";
                        end try;
                        if type(aux,integer) then
                           n:=cat(n,aux);
                        else
                           para:=1;
                        fi;
                     od;
                     if n="1" then
                        r:=cat(r,"w^",R," + ");
                     else
                        r:=cat(r,"w^",R," ",n," + ");
                     fi;
                     i:=j;
                  fi;
               else  # Si no se da nada de lo anterior, la cadena acaba con "w^(...)"
                  r:=cat(r,"w^",R," + ");
                  i:=l+1;
               fi;
            elif s[i+1]="+" then  # Si tras la "w" hay un "+", entonces no la multiplica ning\303\272n valor
               r:=cat(r,"w"," + ");
               i:=i+1;
            else  # Si tras la "w" no hay ni un "^" ni un "+", entonces la multiplica un valor
               if s[i+1]="*" then
                  j:=i+1;
               else
                  j:=i;
               fi;
               n:="";
               para:=0;
               while j<l and para = 0 do
                  j:=j+1;
                  try
                     aux:=parse(s[j]);
                  catch:
                     aux:="ERROR";
                  end try;
                  if type(aux,integer) then
                     n:=cat(n,aux);
                  else
                     para:=1;
                  fi;
               od;
               if n="1" then
                  r:=cat(r,"w"," + ");
               else
                  r:=cat(r,"w"," ",n," + ");
               fi;
               i:=j;
            fi;
         elif s[i]="+" and s[i+1]<>"w" then  # Si tenemos un "+" que no va seguido de una "w", entonces es un natural
            n:=s[i+1];
            para:=0;
            j:=i+1;
            while j<l and para = 0 do
               j:=j+1;
               try
                  aux:=parse(s[j]);
               catch:
                  aux:="ERROR";
               end try;
               if type(aux,integer) then
                  n:=cat(n,aux);
               else
                  para:=1;
               fi;
            od;
            r:=cat(r,n," + ");
            i:=j;
         else #  Estos dos casos cubren todas las posibilidades necesarias para reescribir la cadena
            i:=i+1;
         fi;
      od;
      r:=r[1..length(r)-3];
 # Ahora que est\303\241 "corregida", podr\303\255an quedar expresiones de la forma w^(w + w), que debemos simplificar a w^(w 2)
   RETURN(cat("(",Simplifica(r),")"));
end:



 
 
 Torre de omegas: w^(n)


 
 
 Torre:=proc(n)
   local r, i;
      if n=0 then
         RETURN(1);
      else
         r:=[1];
      fi;
      for i from 1 to n do
         r:=[s_omega(r)];
      od;
   RETURN(op(r));
end:


 
 
 


 
 
  C\303\241lculo del menor n tal que a < w^(n) (como ordinales)


 
 
 MenorN:=proc(n,aux:=1)
   local t, beta, cont, N;
      t:=term(n);
      beta:=t[1];
      cont:=aux;
      if beta=0 then
         RETURN(cont);
      else
         N:=MenorN(beta,cont+1);
      fi;
   RETURN(N);
end:



  
  Aritm\303\251tica ordinal
 
 
 Suma de ordinales


 
 
 suma:=proc(a,b)
   local i, ta, la, tb, lb;
      if b=0 then
         RETURN(a);
      elif a=0 then
         RETURN(b);
      else
         ta:=term(a);
         la:=upperbound(ta);
         tb:=term(b);
         lb:=upperbound(tb);
         i:=la;
         while i>0 and comp(ta[i],tb[1]) and ta[i] <> tb[1] do
            i:=i-1;
         od;
         if i=0 then
            RETURN(b);
         else
            ta:=ta[1..i];
            RETURN(s_omega(ArrayTools[Concatenate](2,ta,tb)));
         fi;
      fi;
end:


 
 
 


 
 
 Producto de ordinales


 
 
 prod:=proc(a,b)
   local ta, la, tb, lb, p1, p, R, i;
      if a=0 or b=0 then
         RETURN(0);
      elif b=1 then
         RETURN(a);
      else
         ta:=term(a);
         la:=upperbound(ta);
         tb:=term(b);
         lb:=upperbound(tb);
         if lb=1 then
            RETURN(s_omega([suma(ta[1],tb[1])]));
         else
            p1:=prod(a,s_omega([tb[1]]));
            p:=prod(a,s_omega([tb[2]]));
            R:=suma(p1,p);
            i:=3;
            while i<=lb do
               p:=prod(a,s_omega([tb[i]]));
               R:=suma(R,p);
               i:=i+1;
            od;
         fi;
      fi;
   RETURN(R);
end:



  
 Ordinales (forma computacionalmente eficiente)
 
 
  Compara ordinales en forma normal de Cantor (expresados como lo da la funci\303\263n "Extrae_sum", es decir, como una sucesi\303\263n de ordinales)


 
 
 _comp:=proc(L,M)
   local C;
      C:=Compara(L,M);
      if C[1]=[1,0] then
         RETURN(false);
      elif C[1]=[0,1] or C[1]=[1,1] then
         RETURN(true);
      else
         RETURN(_comp(Extrae_sum(L[C[2]]),Extrae_sum(M[C[2]])));
      fi;
end:


 
 
 


 
 
 Compara ordinales en forma normal de Cantor


 
 
 FNC_comp:=proc(s,t)
   local s_c, t_c;
      s_c:=Corrector(s);
      t_c:=Corrector(t);
      if s_c=-1 or t_c=-1 then
         printf("Alguna de las expresiones no es correcta");
         RETURN();
      else
         RETURN(_comp(Extrae_sum(s_c),Extrae_sum(t_c)));
      fi;
end:


 
 
 


 
 
  Decide si una expresi\303\263n en forma normal  representa realmente un ordinal


 
 
 FNC_ord:=proc(s)
   local N, l, i, s_c;
      s_c:=Corrector(s);
      if s_c=-1 then
          printf("La expresi\303\263n no es correcta");
         RETURN();
      else
         N:=Extrae_sum(s_c);
         l:=upperbound(N);
         if l=0 then
            RETURN(true);
         elif not FNC_ord(N[1]) then
            RETURN(false);
         else
            for i from 2 to l do
               if not FNC_ord(N[i]) or not FNC_comp(N[i],N[i-1]) then
                  RETURN(false)
               fi;
            od;
         fi;
      fi;
   RETURN(true);
end: 


 
 
 


 
 
  Determina si un n\303\272mero natural dado es un ordinal


 
 
 FNC_natord:=proc(n)
   RETURN(FNC_ord(FNC(n)));
end:


 
 
 


 
 
 Determina si  dos naturales a,b cumplen a<=b (como ordinales)


 
 
 FNC_natcomp:=proc(a,b)
   if not FNC_natord(a) then
      printf("El primer natural no es un ordinal");
   elif not FNC_natord(b) then
      printf("El segundo natural no es un ordinal");  
   else  
      RETURN(FNC_comp(FNC(a),FNC(b)));
   fi;
end:


 
 
 


 
 
 Ordena los ordinales hasta al menos n


 
 
 FNC_ordena:=proc(n)
   local O, i;
      O:=Array([]);
      for i from 0 to n do
         if FNC_natord(i) then
            O:=ArrayTools[Concatenate](2,O,Array([i]));
         fi;
      od;
   RETURN(sort(O,FNC_natcomp));
end:


 
 
 


 
 
  C\303\241lculo de un ordinal a partir de su forma normal de Cantor


 
 
 FNC_inv:=proc(s)
   local N, l, n, i, f;
      f:=Corrector(s);
      if f=-1 then
          printf("La expresi\303\263n no es correcta");
         RETURN();
      else
         if FNC_ord(f) then
            if f="(0)" then
               RETURN(0);
            else
               N:=Extrae_sum(f);
               if Enteros(N) then
                  RETURN(s_omega(N));
               else
                  for i from 1 to upperbound(N) do
                     if not type(N[i],integer) then
                        if N[i][1]="w" then
                           N[i]:=FNC_inv(N[i]);
                        else
                           N[i]:=s_omega([seq(0,i=1..parse(N[i]))]);
                        fi;
                     fi;
                  od;
               fi;
            fi;
         else
            printf("No es un ordinal");
            RETURN();
         fi;
      fi;
   RETURN(s_omega(N));
end:   


 
 
 


 
 
 Suma ordinales en forma normal de Cantor ( expresados como lo da la funci\303\263n "Extrae_sum")


 
 
 _suma:=proc(L,M)
   local l, i;
      if upperbound(M)=0 then
         RETURN(L);
      elif upperbound(L)=0 then
         RETURN(M);
      else
         l:=upperbound(L);
         i:=l;
         while i>0 and _comp([L[i]],[M[1]]) and L[i] <> M[1] do
            i:=i-1;
         od;
         if i=0 then
            RETURN(M);
         else
            RETURN(ArrayTools[Concatenate](2,L[1..i],M));
         fi;
      fi;
end:


 
 
 


 
 
 Suma ordinales en forma normal de Cantor


 
 
 FNC_suma:=proc(s,t)
   local s_c, t_c;
      s_c:=Corrector(s);
      t_c:=Corrector(t);
      if s_c=-1 or t_c=-1 then
         printf("Alguna de las expresiones no es correcta");
         RETURN();
      else
         RETURN(FNC_text(_suma(Extrae_sum(s_c),Extrae_sum(t_c))));
      fi;
end:


 
 
 


 
 
 Producto de ordinales en forma normal de Cantor ( expresados como lo da la funci\303\263n "Extrae_sum")


 
 
 _prod:=proc(L,M)
   local l, m, p1, p, R, i;
      if upperbound(L)=0 or upperbound(M)=0 then
         RETURN([]);
      elif upperbound(M)=1 and M[1]="0" then
         RETURN(L);
      else
         l:=upperbound(L);
         m:=upperbound(M);
         if m=1 then
            RETURN(Array([FNC_suma(L[1],M[1])]));
         else
            p1:=_prod(L,M[1..1]);
            p:=_prod(L,M(2..2));
            R:=_suma(p1,p);
            i:=3;
            while i<=m do
               p:=_prod(L,M(i..i));
               R:=_suma(R,p);
               i:=i+1;
            od;
         fi;
      fi;
   RETURN(R);
end:


 
 
 


 
 
 Producto ordinales en forma normal de Cantor


 
 
 FNC_prod:=proc(s,t)
   local s_c, t_c;
      s_c:=Corrector(s);
      t_c:=Corrector(t);
      if s_c=-1 or t_c=-1 then
         printf("Alguna de las expresiones no es correcta");
         RETURN();
      else
         RETURN(FNC_text(_prod(Extrae_sum(s_c),Extrae_sum(t_c))));
      fi;
end:


 
 
 


 
 
 Torre de omegas: w^(n)


 
 
 FNC_torre:=proc(n)
   if n=0 then
      RETURN("(1)");
   elif n=1 then
      RETURN("(w)");
   else
      RETURN(cat("(","w^",FNC_torre(n-1),")"));
   fi;
end:


 
 
 


 
 
  C\303\241lculo del menor n tal que a < w^(n) 


 
 
 FNC_menor:=proc(s)
   local n, para;
      if not FNC_ord(s) then
          printf("La expresi\303\263n dada no es un ordinal");
         RETURN();
      else
         para:=0;
         n:=0;
         while FNC_comp(FNC_torre(n),s) do
            n:=n+1;
         od;
      fi;
   RETURN(n);
end:


 
 
 


 
 
  C\303\241lculo del menor n tal que m < w^(n) (considerando m como ordinal)


 
 
 FNC_natmenor:=proc(m)
   local s, para;
      if not FNC_natord(m) then
          printf("El n\303\272mero dado no es un ordinal");
         RETURN();
      else
         s:=FNC(m);
         RETURN(FNC_menor(s));
      fi;

end:



 
  
 PRUEBAS
 
 
 
 a:="w^(w^(4)* 3)* 5+w^(w^(3) * 5+w^(2)* 7+w+3)* 7+w^(w+2)+w^(5)* 8+w* 3+10";
b:="w^(w^(4)* 3)* 5+w^(w^(3) * 5+w^(2)+w*8+9)* 7+w^(w+2)+w^(5)* 8+w* 3+10";
c:="w^(w^(w))+w^(w^(4)*3) + 4";

 
  UWFvd14od14oNCkqfjMpKn41K3deKHdeKDMpfip+NSt3XigyKSp+Nyt3KzMpKn43K3deKHcrMikrd14oNSkqfjgrdyp+MysxMDYi

 
  UWBvd14od14oNCkqfjMpKn41K3deKHdeKDMpfip+NSt3XigyKSt3KjgrOSkqfjcrd14odysyKSt3Xig1KSp+OCt3Kn4zKzEwNiI=

 
  UTp3Xih3Xih3KSkrd14od14oNCkqMyl+K340NiI=


 
 
 FNC_ord(a);
FNC_ord(b);
FNC_ord(c);

 
  SSV0cnVlRyUqcHJvdGVjdGVkRw==

 
  SSV0cnVlRyUqcHJvdGVjdGVkRw==

 
  SSV0cnVlRyUqcHJvdGVjdGVkRw==


 
 
 FNC_suma(a,b);
FNC_prod(a,b);
FNC_prod(a,c);

 
  UVxwd14od14oNCl+Myl+MTB+K353Xih3XigzKX41fit+d14oMil+K353fjh+K345KX43fit+d14od34rfjIpfit+d14oNSl+OH4rfnd+M34rfjEwNiI=

 
  UWZ3d14od14oNCl+Nil+NX4rfndeKHdeKDQpfjN+K353XigzKX41fit+d14oMil+K353fjh+K345KX43fit+d14od14oNCl+M34rfnd+K34yKX4rfndeKHdeKDQpfjN+K341KX44fit+d14od14oNCl+M34rfjEpfjN+K353Xih3Xig0KX4zKX41MH4rfndeKHdeKDMpfjV+K353XigyKX43fit+d34rfjMpfjd+K353Xih3fit+Mil+K353Xig1KX44fit+d34zfit+MTA2Ig==

 
  UWZxd14od14odykpfit+d14od14oNCl+Nil+K353Xih3Xig0KX4zKX4yMH4rfndeKHdeKDMpfjV+K353XigyKX43fit+d34rfjMpfjd+K353Xih3fit+Mil+K353Xig1KX44fit+d34zfit+MTA2Ig==


 
 
 FNC_comp(a,b);
FNC_comp(a,c);
FNC_comp(c,b);


 
  SSZmYWxzZUclKnByb3RlY3RlZEc=

 
  SSV0cnVlRyUqcHJvdGVjdGVkRw==

 
  SSZmYWxzZUclKnByb3RlY3RlZEc=


 
 
 c_or:=FNC_inv(c);

 
  IlxcbTYiKUckNFJzYl5nc0xoQDpnPSwjMyVva1k6XyZcUFMtKzJzPEJwSW89VyZ5MWYiPV1ITV5ITCUpZVEqSE1OejsxU1B3PUs9TTBBNSgpMylSOjYjejRzVm1MaEhMQiNRRyEpKSlHMzFlIj1WNHMrLCEzbV82KFEielwwOipwQzswKmYqZjdrcTMpXHRXUGciKm8hKipIbXFFPCwnKSkzT0kwTmRmS0g/JFFpeGx3NW0nNDhSSz5KKCl6c1BaWyEqPTMnSFBcaWxAMFxfcT1zRiUpZixeKHkhZTBJUHRtN1FnXShHJypmWnd2MjkhUTEhb1goKj1jWyozcic0b18wPiU0L1tZMHgmKikqSGsqUidcUSdwKD5xL0x5J1JAQmNFOzM8RF5OL3BOXSQ=


 
 
 FNC(c_or);

 
  UT4od14od14odykpfit+d14od14oNCl+Myl+K340KTYi


 
 
 time[real](ordena(5000));
time[real](ordena_carlos(5000));
time[real](FNC_ordena(5000));
   


 
  JCImTkYiISIk

 
  JCImNVciISIk

 
  JCImLj8oISIk


 
 
 O1:=ordena(5000);
O2:=ordena_carlos(5000);
O3:=FNC_ordena(5000);

 
  LUkmQXJyYXlHJSpwcm90ZWN0ZWRHNiMvSSQlaWRHNiIiNSVIKSlvP3VTdVklPQ==

 
  LUkmQXJyYXlHJSpwcm90ZWN0ZWRHNiMvSSQlaWRHNiIiNU0mKSlvP3VTdVklPQ==

 
  LUkmQXJyYXlHJSpwcm90ZWN0ZWRHNiMvSSQlaWRHNiIiNW0ib0JcdVN1WSU9


 
 
 ArrayTools[IsEqual](O1,O2);
ArrayTools[IsEqual](O2,O3);

 
  SSV0cnVlRyUqcHJvdGVjdGVkRw==

 
  SSV0cnVlRyUqcHJvdGVjdGVkRw==
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1. Introduccion

Un tema recurrente en este foro a lo largo de los anos es si existe o no una matematica
intuitiva —en el sentido de matematica no concebida como un mero deducir légicamente
sentencias de unos axiomas prefijados sin tener en cuenta su significado— rigurosa, fiable
e incluso necesaria.

Las contradicciones que se encontraron los matematicos a principios del siglo XX hicieron
que se extendiera en la comunidad matematica un formalismo radical que, naturalmente,
solo afectd a quienes no se enfrentaron realmente al problema, es decir, a los expertos y
no expertos en otras areas de la matematica distintas de la 16gica en general y de la teoria
de la demostracién en particular. Estos se convencieron de que todo lo que no sea fijar
unos axiomas y deducir a partir de ellos no es matematica seria, sin ser conscientes de
que con esa concepcion es imposible estudiar la correccién y adecuacion de unos axiomas
y reglas de razonamiento para decidir si son admisibles o no, o si unos son preferibles a
otros en uno u otro sentido, etc.

Y, al margen de que razonar intuitivamente (con todo rigor) pueda ser imprescindible en
ciertos contextos, el hecho es que es posible, tanto si es necesario como si no (y asi, uno
podria estudiar con todo rigor la aritmética elemental, buena parte de la teoria de grupos
finitos, grafos, etc. sin necesidad alguna de ZFC o equivalentes). Sin embargo, parece
que filosofar sobre este tema no sirve de nada a la hora de que un formalista radical
deje de serlo, sino que la tnica forma en la que parece posible que alguien abandone sus
prejuicios formalistas consiste en que se enfrente a la necesidad de razonar intuitivamente
(por ejemplo, a la hora de fundamentar la matematica formal) y s6lo entonces uno empieza
a darse cuenta por si mismo del dilema “intuicion o estamos perdidos” y que la primera
opcion no tiene realmente nada de malo (pero he dicho “empieza a”, no “termina por”).

En este foro se han expuesto opiniones que se extienden por todo el espectro del for-
malismo radical, que, enunciadas familiarmente, podriamos expresar como que “eso de
las matematicas intuitivas son paparruchas” o “la matemadtica intuitiva no es mas que
matematica formal disfrazada”, o incluso que los autores de libros de logica y teoria de
la demostracién ocultan (o deberia decir ocultamos) al mundo que todo eso que dicen
(decimos) es un engafio.

Quiero dejar claro que no insinto ni por asomo que los formalistas radicales sean algo asi
como terraplanistas o chalados de los que demuestran el Ultimo Teorema de Fermat en
diez lineas y dicen que los matematicos tratan de ocultar que hay pruebas sencillas, etc.
Al contrario, entiendo que el problema de la fundamentacion de la matematica es delicado
y que no se le puede pedir a nadie que diga: “acepto que existe una matematica intuitiva
rigurosa aunque no entiendo cémo es esto posible”, y que parece dificil que alguien, pese
a su mejor voluntad, pueda llegar a entender esto “filosofando en el aire” sin meterse a
fondo en harina y preocuparse de ver como se puede fundamentar satisfactoriamente la
matematica formal, pero eso es algo que lleva mucho tiempo. De hecho, si yo tengo claras
estas ideas, no es por ninguna genialidad por mi parte, sino porque dediqué muchos anos
hace tiempo en estudiar a fondo la fundamentacion de la matematica, y este tiempo no
es algo de lo que cualquiera pueda disponer en cualquier momento.



En cierta ocasién un critico calific6 de genio al violinista Pablo Sarasate, y él res-
pondié: jUn genio! He practicado catorce horas diarias durante treinta y siete afos,
y ahora me llaman genio.

Igualmente estoy convencido de que entender lo que es la matemética intuitiva no es
cuestion de ninguna genialidad, sino de haber dedicado tiempo suficiente a tratar de
entender otras cosas mas concretas que, para que tengan sentido, requiren, quieras
0 no, razonar intuitivamente.

Por ello, el proposito de este hilo es suministrar un “material didactico” adicional, unas
ideas que tal vez puedan contribuir a quien reflexione sobre ellas a formarse una idea
més adecuada del problema (no trivial) que supone razonar de forma rigurosa y fiable en
términos intuitivos, es decir, atendiendo a que lo que se diga sea verdad y no una mera
consecuencia formal de unos axiomas.

La popularizacién de los teoremas de incompletitud de Gédel ha contribuido notable-
mente a que muchos matematicos empiecen a entender que la matematica informal (pero
rigurosa, porque el formalismo radical llega a identificar “informal”, “intuitivo” con “no
riguroso” o “poco serio”; y no tiene nada que ver lo uno con lo otro) es viable, e incluso
necesaria para entender plenamente algunos resultados. En este hilo me propongo exponer
unas ideas que son relativamente sencillas pero que, a diferencia de los teoremas de incom-
pletitud, no se han popularizado y, como estan relacionadas con otras ideas mucho més
técnicas, permanecen profundamente enterradas en los libros de teoria de la demostracion
en los que pocos se adentran.

He pensado en ello a raiz de un comentario que hice de pasada en este hilo, en el que
mencioné lo que quiero exponer aqui como ejemplo extremo de lo que supone razonar
intuitivamente.

Por si lee esto alguien que ya conoce estas ideas, las resumo aqui en pocas palabras para
no tenerlo en ascuas:

Voy a plantear el problema de si podemos dar por intuitivamente cierto (ojo, no
como evidentemente cierto, sino como algo demostrable en términos intuitivos) que
el ordinal ¢y estd bien ordenado, cuando éste se define convenientemente a partir
de los niimeros naturales a través del hecho de que todo ordinal menor que ¢, esta
determinado por un ntmero finito de ordinales menores por su forma normal de
Cantor.

Pero si algin infractor del aviso no ha entendido nada de lo anterior, no debe
preocuparse por ello. No voy a hablar ni de teoria de conjuntos, ni de “forma
normal de Cantor”, ni siquiera de légica matematica. Sélo de la aritmética de los
numeros naturales, y no voy a necesitar nada mas que las propiedades elementales
de la suma, el producto, etc. de niimeros naturales.


https://foro.rinconmatematico.com/index.php?topic=122753.msg499910#msg499910

Sin tecnicismos, lo que voy a hacer es definir una afirmacién sobre nimeros naturales (lo
cual requiere introducir algunos conceptos y demostrar algunos hechos previos) y plantear
la pregunta: ;podemos afirmar que esto es verdad?

Superficialmente, la afirmacién en cuestion se parece a la conjetura de Collatz. La recuerdo
por si alguien no la conoce:

Partimos de un niimero natural arbitrario xy y definimos una sucesion recurrente-
mente mediante:
T /2 si  n es par,
Tny1 =
3z, +1 si n esimpar.

La conjetura de Collatz afirma que toda sucesién construida de este modo llega al 1
tras un numero finito de pasos, pero nadie ha conseguido demostrarlo hasta ahora.

Concretamente, vamos a definir una clase de sucesiones de niimeros naturales que, de
momento, podemos llamar “de tipo S”, y la afirmacién en cuestién, que podemos llamar
BO, es que todas las sucesiones de tipo S acaban llegando al 0.

Por ejemplo, ésta es una sucesion de tipo S:

29,37,4,7,17,31,8,2,6,3,1,0.

Pero hay una diferencia sustancial entre la conjetura de Collatz y la afirmacién BO, y
es que, mientras no se conoce ninguna demostracion de la primera, es relativamente facil
probar BO en la teoria de conjuntos ZF (la prueba requiere algunos resultados sobre
ordinales, en especial el teorema de la forma normal de Cantor, pero aqui no vamos a
hablar de nada de eso). Sin embargo, hay una razén por la cual el hecho de que BO
sea demostrable en ZF no hace que deje de tener interés la pregunta de si BO es o no
verdadera. Normalmente, la diferencia entre “X es verdad” y “X es demostrable en ZF” es
despreciable para un formalista, no sin parte de razén, pero en este caso no es asi. Veamos
por qué:

Una de las consecuencias de los teoremas de incompletitud de Godel es que, si una teoria
de conjuntos como ZF es consistente, es imposible demostrar que lo es. Esto es algo que
los formalistas saben y tienen asumido: pueden decir “para mi la matematica seria no es
mas que demostrar teoremas en ZFC” o, un poco mas en general: “si me demuestras algo,
dime cudles son tus axiomas y yo comprobaré que lo que dices se deduce logicamente de
ellos y, si es asi, te diré que esta bien, sin cuestionarte tus axiomas, y sin cuestionarme si
son consistentes o no (porque sé que es inutil intentarlo)”.

Pero, sabiendo que no es posible probar la consistencia de ZF, un formalista deberia
admitir que es natural plantearse si es posible demostrar la consistencia de otras teorias
axiomaticas mas débiles, y un buen candidato a conejillo de indias es la aritmética de
Peano (AP).


https://es.wikipedia.org/wiki/Conjetura_de_Collatz]conjetura de Collatz

Aunque en este hilo no vamos a hablar para nada de axiomas ni de tecnicismos
l6gicos, recuerdo lo que es AP como parte de estos comentarios marginales para
entender el valor de la afirmacién BO:

La aritmética de Peano es la teoria axiomatica que consta de estos axiomas:

(i) Yz 2’ # 0 (El 0 no es el siguiente de ningtin nimero natural.)

(ii) Yaey(x' =y — x = y) (Si dos ntimeros naturales tienen el mismo siguiente,
son iguales).

(i) Ve v+ 0=z

(iv) Yey(x + 1y = (z +y)") (Definicién recurrente de la suma)
(v) Ve z-0=0

(vi) Yry(z -y = x -y + x) (Definicién recurrente del producto)

(vii) P(0) AVx(P(x) — P(2')) — Vx P(z) (Principio de induccion)

En ellos hay que entender que todas las variables hacen referencia exclusivamente
a numeros naturales.

Pues bien, alguien para quien no suponga ningun trauma reconocer que los nimeros na-
turales son “algo concreto” de lo que podemos hablar intuitivamente sabiendo lo que
decimos, dird que AP es obviamente consistente, porque los axiomas de Peano son ver-
daderos cuando se interpretan como afirmaciones sobre los nimeros naturales, y las leyes
de la légica estan disenadas para que, cuando partimos de premisas verdaderas, llegamos
necesariamente a conclusiones verdaderas, luego todos los teoremas que podemos deducir
de los axiomas de Peano tienen que ser afirmaciones verdaderas sobre los ntimeros na-
turales, y por consiguiente es imposible demostrar cosas como que 0 # 0 a partir de los
axiomas de Peano, porque eso es falso, y si AP fuera contradictorio, se podria demostrar
cualquier cosa a partir de sus axiomas, incluso 0 # 0.

Un formalista radical, que considere que son los axiomas de Peano los que definen los
numeros naturales y no los niimeros naturales los que nos llevan a elegir los axiomas de
Peano de forma que sean verdaderos, dird que ese razonamiento es circular o, pasando
al contraataque, dird que si yo puedo decir que AP es consistente porque los nimeros
naturales satisfacen sus axiomas, él puede decir que ZF es consistente porque los conjuntos
satisfacen sus axiomas, y entonces acabamos en la clasica palestra sobre si los nimeros
naturales tienen un sentido intuitivo objetivo mientras que los “conjuntos” no lo tienen,
y de ahi no se sale filosofando.

Pues bien, en 1936, Gehrard Gentzen presenté una prueba de la consistencia de AP que
era “casi” absolutamente finitista, en el sentido siguiente: Gentzen probo que es posible
programar un ordenador de forma que si le damos como input la prueba de una contradic-
cién en AP, el ordenador nos genera una sucesion de tipo S que, por mas que se prolongue,
nunca llegara a 0.



Obviamente, Gentzen no hablaba de ordenadores, pero lo he expresado asi para enfatizar
que es totalmente constructiva: igual que analizando un programa podemos concluir que
genera la sucesion de los nimeros primos, analizando el programa que Gentzen podria
haber programado podemos concluir que genera una sucesiéon de tipo S que no llega
nunca a 0, siempre y cuando le hayamos proporcionado una prueba de una contradiccion

en AP.

Por lo tanto, si podemos asegurar BO, es decir, que es imposible que una sucesion de tipo
S se prolongue indefinidamente sin llegar al 0, podemos asegurar que AP es consistente.

La prueba de Gentzen es muy técnica, requiere saber bastante teoria de la demostracion
y, personalmente (después de haberla estudiado con detalle), me atreveria a decir que es
bastante aburrida, pues obliga a distinguir casos y méas casos. Pero no vamos a hablar de
ella aqui. Lo que nos interesa es su hipétesis BO.

No creo descabellado afirmar que esta prueba de Gentzen no convence a nadie, pero
no porque no sea concluyente, sino porque cualquiera que esté dispuesto a reconocer
que es concluyente también reconocera de antemano que AP es consistente (porque sus
axiomas los cumplen los niimeros naturales), por lo que la prueba de Gentzen demuestra
(rigurosamente) lo que uno ya sabe. No obstante, tiene el interés técnico de que es “casi”
finitista (el “casi” es porque requiere convencerse de que BO es cierta) y ademds puede ser
interesante para un formalista que —quiero pensar— no objetara nada a la parte finitista
de la prueba —la posibilidad de programar un ordenador como he dicho— y asi puede
concentrarse en algo mucho méas concreto como si realmente podemos afirmar BO.

Con esto ya podemos entender la peculiaridad sobre lo que podemos exigir a una demos-
traciéon de BO. Si nuestro propoésito es convencernos de que AP es consistente probando
BO, el hecho de que BO es demostrable en ZF no nos aporta nada.

En general, si demostramos que 2 + 2 = 4 en ZF, no hemos probado realmente que
2+ 2 = 4. Sélo hemos demostrado que si ZF es consistente entonces 2 + 2 = 4, porque si
ZF fuera contradictorio podriamos demostrar también que 2 + 2 = 372, luego una prueba
en ZF no nos garantizaria nada. Normalmente un formalista radical no le presta atencion
a este detalle y, dado que esta dispuesto a trabajar en ZF y a suponer que es consistente
para que tenga sentido su trabajo, y dado que necesita ZFC para probar cosas como el
teorema de Alaoglu-Bourbaki (por decir algo), pues, de perdidos al rio, lo aceptamos para
todo, incluso para probar que 2+ 2 = 4. Bien, se podria objetar alguna cosa, pero eso nos
llevaria a las eternas discusiones filoséficas. Pero el caso es que en el caso concreto de BO
ese planteamiento es inadmisible:

Si un formalista concede que, dado que no es posible probar la consistencia de ZF, es
razonable investigar si podemos probar la consistencia de AP (y que ésta se reduce a
probar BO), tiene que reconocer que es ridiculo afirmar que AP es consistente por el
hecho de que BO es demostrable en ZF, porque con ello sélo esta probando que si ZF es
consistente, también lo es AP, jpero eso es triviall Como en ZF se pueden demostrar los
axiomas de Peano, si se pudiera probar alguna contradiccion a partir de ellos, también
podriamos probar esa misma contradiccion en ZF': primero probamos los axiomas de Peano
en ZF, y prolongamos la demostracion hasta llegar a la contradicciéon que se deduce de
estos.

Asi pues, lo que tiene interés no es la trivialidad de que AP es consistente si lo es ZF,
sino llegar a convencernos de que AP es consistente sin apoyarnos en la consistencia



indemostrable de ZF. Gentzen dio un argumento absolutamente hipermegafinitista que
ningtn formalista deberia objetar en virtud del cual todo se reduce a probar BO, pero si
acabamos probando BO en ZF jestamos haciendo el tonto!

Por ello tiene sentido plantearse: vale, de los axiomas de ZF se deduce BO, pero, si no nos
fiamos de los axiomas de ZF (no por vicio, sino porque aspiramos a probar la consistencia
de AP y seria absurdo apoyarnos en algo mas fuerte que lo que queremos probar) ; podemos
asegurar que BO es verdad? ; Podemos asegurar que es inconcebible que exista un criterio
que permita construir una sucesién de tipo S que nunca llegue al 07

No se trata de dar un argumento para que venga un formalista y diga: a ver, en tu prueba
estas suponiendo tales y tales axiomas. Suponiendo eso, la conclusion es correcta. Se trata
de probar que no hay sucesiones de tipo S que no llegan al 0 si se prolongan lo suficiente
sin fiar la conclusién a que tales o cuales axiomas sean ciertos o no. Se trata de demostrarlo
a partir de hechos cuya certeza sea indudable. Se trata de convencerse de que es asi, que
no puede ser que exista una sucesion de tipo S que no llega al 0 igual que no puede ser
que dos nimeros naturales den una suma distinta segin en qué orden se sumen.

Y si el formalista llega y dice: “pues tu prueba de BO se parece a una prueba en ZF
como se parecen dos gotas de agua”, en este contexto podemos decirle claramente que
el parecido es irrelevante. Si, la prueba tal cual se podra formalizar en ZF, pero eso es
ridiculo, porque para demostrar asi BO en ZF hay argumentos mucho mas simples y
directos (usando ordinales y la forma normal de Cantor). Independientemente de que la
prueba se pueda formalizar en ZF, su interés reside en que pueda darse por valida sin
interpretarla como una prueba en ZF, no porque sus afirmaciones se deducen légicamente
de teoremas de ZF, sino porque cada cosa que se dice es verdad, se pruebe o no en ZF.
En este caso la diferencia es crucial. No importa si la prueba tiene una hermana gemela
en ZF, importa que puede respirar fuera de ZF.

Nota: Tiene cierta importancia “filoséfica” observar que la prueba de Gentzen no sélo
afirma que si AP fuera contradictoria habria una sucesiéon de tipo S que nunca llegaria
al 0, sino que dicha sucesion seria recursiva, es decir, calculable explicitamente por un
ordenador.

Gentzen no dijo mucho sobre cémo justificar BO (entre otras cosas porque los nazis lo
mataron a los 35 anos), pero, al discutir su prueba de consistencia, analizando BO vino a
decir que era claro que tenia que ser cierta por una serie de observaciones que, en esencia,
contenian un “y asi sucesivamente” un tanto cuestionable.

De hecho, Godel lo cuestioné abiertamente y afirmé que, al margen de que podemos dar
por hecho que BO es cierta igual que lo damos por hecho de cualquier teorema de ZF,
prescindiendo de ello, no veia como algo intuitivamente justificado que BO tuviera que
ser cierta, que la afirmacién era demasiado compleja para que se pudiera dar por cierta a
la ligera.

Mas adelante, un matemaético japonés, Gaisi Takeuti (que habia estudiado con Godel)
presentd una prueba que ha dado mucho que hablar sobre si es intuitivamente aceptable o
no (él mismo debatié mucho con Godel acerca de su demostracién). Nuevamente, la prueba
de Takeuti no hace sino razonar sobre nimeros naturales (no tiene nada que ver con la
légica ni con la teoria de conjuntos), eso si, definiendo unos conceptos “sospechosamente
abstractos” Segun decia un profesor mio, es una de esas pruebas que les gustan a los
logicos que un dia te levantas y la ves concluyente y otro dia te parece que no vale.



En principio mi intencién en este hilo es exponer lo necesario para definir BO y el argu-
mento de Takeuti sin hacer referencia a nada que no sea aritmética pura y basica, por una
parte para desenterrarlos de los libros de Teoria de la demostracion y que estén accesibles
para quien quiera interesarse por esto sin necesidad de digerir libros un tanto técnicos vy,
también, naturalmente, por si algin usuario del foro quiere seguir el desarrollo y plantear
cualquier clase de duda u observacion.

Link al post original: Ordinales menores que ¢

2. Pares de niimeros naturales

Es bien conocido que N x N es biyectable con N, y que una biyeccién explicita viene dada
por una de las dos cosas distintas que se llaman “método diagonal de Cantor” (la otra es
la que prueba la no numerabilidad de R):

2,2
-4 (2,1)=>8 (3,1) =13
—2 (2,00 =5 (3,00—9 (4,0)—14...

Lo que no es tan conocido es que esta biyeccion N x N — N se puede expresar con
férmulas aritméticas. Por ejemplo, para calcular el ntimero que corresponde al par (3,1)
vemos que, para llegar hasta él contando como muestra la figura, primero hemos de
recorrer la diagonal formada por los nimeros que cumplen x +y = 0, que sélo tiene 1 par
(el (0,0)), luego la diagonal formada por los niimeros que cumplen z +y = 1, que tiene 2
pares, luego la diagonal de los nimeros que cumplen x + y = 2, que tiene 3 pares, y asi,
tenemos que contar en total
1+24+3+4=10

pares antes de entrar en la diagonal z + y = 4, que es la que contiene a nuestro par
(z,y) = (3,1). En general, antes de llegar a la diagonal de los pares que suman = + y
hemos de recorrer x + y diagonales, con lo que habremos contado hasta

(x+y)(z+y+1)

1+2434+- -+ (r+y) = 5

Volviendo a nuestro ejemplo concreto, como empezamos a contar en el 0, para contar 10
pares empleamos los nimeros del 0 al 9, por lo que el par nimero 10 es el primero de la
diagonal = + y = 4. En general, el par (x + y)(z +y + 1)/2 es el primero de la diagonal
de los pares cuyas coordenadas suman x + y, es decir, ese nimero corresponde al par
(0,2 4+ y). Para llegar al par (z,y) tenemos que avanzar x posiciones mas, luego el par
(x,y) recibe el nimero

(z+y)(z+y+1)
2

(z,y), = ta. (1)
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Por ejemplo, (3,1), = 7 + 3 = 13, como muestra la figura.

Asi pues, la correspondencia

(x+y)(z+y+1)
2

(ZE,y)'—) <$,y>2: —|—ZE

determina una biyeccién entre los pares de niimeros naturales y los nimeros naturales.
Llamaremos ps(z) = (x,y) a la biyeccién inversa.

Para calcular explicitamente py observamos que si z = (x,y),, entonces

(:c+y)(362+y+1) e (m+y+1)2(x—|—y+2)’

pues el término de la derecha es el nimero que corresponde al primer par de la diagonal
siguiente, la de los pares cuyas coordenadas suman x + y + 1, luego

(z+y)?<(@+y)(z+y+D)<2z<(z+y+Da+y+2)<(z+y+2)?

luego
r4+y<vV2z<z+y+2

Esto nos deja sélo dos posibilidades para x + y, que tiene que ser n = E[v/2z] o bien
n = E[v2z] — 1. S6lo hay que ver cudl de estos dos niimeros cumple

n(n+1) <2< (n+1)(n+2)
2 2
y entonces
n(n+1)
r=z— —(——
2 (2)
y=n-—x

Conviene observar que x +y =n < 1+2+---+n=n(n+1)/2 < (x,y),. Asi pues, se
cumple

r,y < (x,y)2 (3)

Si el lector esta familiarizado con algtin lenguaje de programaciéon o con alguna aplicacion
de calculo simbdlico, seria interesante que programara estas funciones para jugar con
los conceptos que vamos a ir definiendo (todos ellos computables). Por ejemplo, yo he
programado asi estas funciones en Python:

def isqrt(n):
#Parte entera de la raiz cuadrada de un entero
X =n
y=(&x+1) //2
while y < x:
X=Yy
y=&+n//x)//2



return x

def par(x,y):
#Par ordenado de dos numeros naturales
u = (x+y) * (x+y+1) // 2 + x
return u

def p2(z):
#Coordenadas de z visto como par ordenado
ZZ = 2%z
n = isqrt(zz)
while n * (n+l1) > zz:
n-=1
u=z - n *x (n+1) // 2
vV = n-u
return (u,v)

La primera funcion me la he copiado de internet, y sirve para calcular la parte entera de la
rafz cuadrada de un niimero entero. La segunda es obvia. La tercera calcula n = E(v/2z)
y va restando 1 a n hasta que n(n + 1) < 2z. Entonces n = x + y y podemos aplicar (2)
para calcular x,y.

Nota: Disto mucho de ser un experto en Phyton, asi que cualquier mejora a los programas
que ponga sera bien recibida.

De este modo tenemos un criterio explicito para asociar biunivocamente a cada niime-
ro natural z un par de ntmeros naturales (z,y) y viceversa. Desde un punto de vista
psicoldgico conviene pensar mas bien que cada nimero natural z tiene dos coordenadas
asociadas 21, 29, es decir, que, por ejemplo, el niimero natural 230 054 es o se descompo-
ne en el par (551, 126), exactamente igual que decimos que se descompone en el producto
de primos 230054 =2 - 11 - 10457.

Link al post original: Pares de nimeros naturales

3. Sucesiones finitas de niumeros naturales

En el mensaje anterior hemos visto que cada ntimero natural n estd determinado por dos
coordenadas, de modo que dos ntimeros son iguales si y sélo si lo son sus coordenadas,
y todo par de nimeros son las coordenadas de un (inico) nimero. Ahora bien, también
podemos descomponer cada niimero en ternas de coordenadas si definimos

(2,9, 2)5 = ((2,9)5,2),

La aplicacién (x,y, z) — (z,y, 2); biyecta las ternas ordenadas de niimeros naturales con
los nimeros naturales.

Por ejemplo: (3,5,0), = ((3,5),,0), = (39,0), = 819.

Reciprocamente, si partimos de 819, podemos calcular p,(819) = (39,0) y, a su vez,
P2(39) = (3,5), con lo que obtenemos la descomposicion 819 = (3,5, 0),.
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La tabla siguiente contiene la descomposicion en ternas de los primeros niimeros naturales:

Maés en general, si definimos (z), = = y (,y), la aplicacion que hemos estudiado en el
mensaje anterior, podemos definir n-tuplas de cualquier longitud:

<5U1,932>$3>3 = <<351,£E2>2 7373>27 (51517%2,353,134)4 = <<$1,9€2,$3>3,9€4>2,
<x17$2>x3ax47$5>5 = <(x1,$2,x3,x4>4,x5>2, etc.

y de este modo podemos determinar cada niimero natural por una unica coordenada (él
mismo) o por dos coordenadas, o por tres, etc. Mas precisamente, tenemos biyecciones que
a cada n-tupla de nimeros naturales le asignan un ntimero natural, y podemos considerar
sus inversas: p, : N — N",

He aqui una implementacién en Python:

def tupla(x1l):
#Tupla de una sucesidn
long = len(1)
if long == 1:
u = 1[0]
else:
u = par(tupla(*1[:long-1]),1[long-1]1)
return u

def pn(n,z):
#Coordenadas de z visto como n-tupla
u=[]
for i in range(0,n-1):
p = p2(z2)
u.append(p[1])
z = pl0]
u.append(z)
u.reverse()
u = tuple(u)

return u
La primera funcién calcula recursivamente tupla(zy, . .., z;) = par(tupla(xy, ..., z1), 7;),
mientras que la segunda parte de un ntmero z y va descomponiendo: z = (', z), va

anadiendo los valores x en una lista u y pasa a hacer lo mismo con 2/, asi n — 1 veces,
hasta que finalmente anade a la lista u el ultimo valor z obtenido, con lo que u es la
n-tupla asociada a z salvo que esta ordenada al revés, asi que hay que darle la vuelta
antes de devolver el resultado. (Insisto en que cualquier idea para hacer los algoritmos
mas eficientes serd bienvenida.)
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Asi, un mismo nimero natural puede descomponerse —de forma tinica— en un par, en una
terna, en una cuadrupla, etc. Por ejemplo, las descomposiciones del niimero 123 456 789
son:

(123456789), (15461,251), (61,114,251), (6,4,114,251), (0,3,4,114,251),
(0,0,3,4,114,251), (0,0,0,3,4,114,251), (0,0,0,0,3,4,114,251)...

Pero necesitamos refinar estas técnicas para que cada ntimero natural se identifique con
una unica descomposiciéon de una longitud determinada, es decir, no queremos que el
par (15461,251) y la terna (61,114, 251) se tengan que identificar con un mismo nimero
natural. Mas precisamente, vamos a definir una biyeccion s — (s)_ que a cada sucesién
finita de nimeros naturales (de cualquier longitud) le asigne un tinico niimero natural. La
definicién es sencilla, pero hay un tecnicismo en ella para hacerle un hueco a la sucesion
vacia de longitud 0, para la que sera ( ) = 0.

La definicién es:

0 si n=0,

(1, Tn) o, = (4)
(n—1,(z1,...,20),), +1 si n>0.

De este modo, a la tnica sucesion vacia (de longitud n = 0) le asignamos el ntimero 0,
mientras que a una sucesioén no vacia, como (3, 0,4, 4), de longitud 4 le asignamos el par:

(3,0,4,4) = (3,(3,0,4,4),), + 1 = (3,5560), + 1 = 15476 269 + 1 = 15476 270.

Asi, cada numero natural se descompone de forma tnica en una sucesiéon finita de nu-
meros naturales. Por ejemplo, si nos dan el 15476270, como no es 0 ya sabemos que se
corresponde con una sucesion no vacia, le restamos 1 y descomponemos:

15476270 — 1 = (3,5560), ,

y la primera coordenada nos dice que la sucesion que buscamos tiene longitud 3 + 1 = 4.
Entonces reinterpretamos la segunda coordenada como 5560 = (3,0,4,4), y ya tenemos
la sucesion buscada. He aqui dos funciones en Python para calcular esta funcién y su
inversa, asi como la longitud de la sucesion codificada por un niimero:

def s(x1):
#Nimero correspondiente a una sucesidén dada
if 1 == O:
u=20
else:
u = par(len(l) - 1,tupla(x1l)) + 1
return(u)

def long(s):
#Longitud de una sucesidn
if s ==
u=20
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else:
u = p2(s-1) [0]+1
return(u)

def term(s):
#Términos de un namero

if s == 0:

u=0Q
else:

z = p2(s-1)

u = pn(z[0] + 1,z[1])
return u

La funcién s implementa de forma obvia la funcién (s)__, la funcién long(s) distingue si
s = 0, en cuyo caso codifica la sucesion vacia de longitud 0, o si s > 0, en cuyo caso la
longitud de la sucesion que codifica se obtiene sumando 1 a la primera coordenada de s —1
visto como par. Finalmente, la funciéon term, tras distinguir el caso s = 0, descompone
s —1 = (20, 21), ¥ luego descompone z; en sucesién de longitud zy + 1.

Con esto hemos conseguido nuestro primer objetivo: probar que cada ntimero natural
puede descomponerse de forma tnica en una sucesién finita de niimeros naturales. Por
ejemplo, (0,1,2,3,4,5). = 3374956582776. La tabla siguiente muestra las primeras
descomposiciones:

0 1 2 3 4
0 (0) (1) (0,0) (2)
5 6 7 8 9
(0,1) (0,0,0) (3) (1,0) (0,0,1)
10 11 12 13 14
(0,0,0,0) (4) (0,2) (0,1,0) (0,0,0,1)
15 16 17 18 19
(0,0,0,0,0) (5) (1,1) (0,0,2) (0,0, 1,0)
20 21 22 23 24
(0,0,0,0,1) (0,0,0,0,0,0) (6) (2,0) (0,1,1)
25 26 27 28 29

(0,0,0,2)  (0,0,0,1,0) (0,0,0,0,0,1) (0,0,0,0,0,0,0)  (7)

En lo sucesivo usaremos tnicamente las funciones (z,y),, (z1,...,2,), ¥ sus inversas.

En (3) hemos probado que z,y < (x,y),, de donde se sigue facilmente que
z; < (x1,...,Ty),, de donde a su vez,

T <(n—1,(x1, ..., 20),)0 < (T1, -, Tn) o - (5)

El lector deberia asimilar todo esto hasta que vea natural que digamos, por ejemplo, que
28 tiene longitud 7, mientras que 29 tiene longitud 1. Asi, esta sucesion, que en otro
contexto pareceria bastante vulgar y caprichosa

0, 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55...
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aqui resulta bastante natural.

Si algin lector esta dispuesto a seguir este hilo programando, se puede plantear cémo
determinar si un nimero natural extiende a otro (en el sentido de que la sucesiéon que
determina extiende a la del otro), como 24, que extiende a 5, y, en caso negativo, cémo
determinar el primer término en el que ambos difieren.

Link al post original: Sucesiones finitas de niimeros naturales

4. Ordinales

Ya podemos entrar en el meollo de este hilo. Vamos a definir una relacion < en un
subconjunto F de N que, como el nombre sugiere, serda una relacion de orden, pero eso lo
probaremos mas tarde. La definiremos recurrentemente, definiendo conjuntos finitos R,
de modo que R, sera el conjunto de todos los niimeros naturales z que, vistos como pares
2z = (x,y), con x,y < n, cumplen z < y.

La relacion en E sera reflexiva, de modo que un niimero natural n estard en E si y sélo
si el par (n,n), estd en R, (es decir, siy s6lo si n < n).

Partimos de Ry = {0}. Como 0 = (0,0),, con esto estamos diciendo que 0 € E y que
0=<0.

Supongamos ahora que ya tenemos definido R, es decir, que para todo nimero z < n
ya estd decidido si x estd o no en F (segtin si se cumple x < z 0, equivalentemente si
(x,z), € R, 0 n0) y para todo par de nimeros =,y < n ya estd decicido si cumplen o no
z =Xy.

Para definir R, en primer lugar tenemos que decidir sin+1 € E. En caso negativo serd
R,i1 = R,.

Para ello expresamos n + 1 = (sq,...,s;),, como sucesién de nimeros naturales. Por (5)
s; < n para todo 7, y la condicién para incluir n + 1 € E es que se cumpla que todos
los s; estén en E (es decir, que (s;, si), € R,) y que ademas la sucesion sea decreciente:
S1 27 Sg 2t 2 S

Si esto es asi establecemos, por definicion, que (n+1,n+ 1), € R,y y ahora tenemos
que decidir, para cada = < n, si afladimos a R,4; el par (z,n+ 1), o el par (n + 1, x),.
Si no se cumple que (z,x), € R, (es decir, si no hemos metido a x en E), no incluimos
ninguno de los dos pares, mientras que si (z, ), € R,, expresamos

n+1=(s1,...,5):
x:<t1""7tr>oo

y consideramos las posibilidades siguientes:

a) Si la sucesion de n + 1 se prolonga hasta la de z, es decir, si se cumple que
= (S1,...,8,ti41,...,tr), entonces metemos (n+ 1, ), en R, 1.

b) Si la sucesién de x se prolonga hasta la de n + 1, entonces metemos (z,n + 1), en
R,
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c¢) Si ninguna sucesién extiende a la otra, podemos fijar el minimo nimero natural en
el que difieren, es decir, el minimo 4 tal que s; = t; para j < ¢, pero s; # t; (notemos
que las sucesiones no pueden ser iguales, porque = < n + 1).

En tal caso, si s; < t; metemos (n+1,z), en R,41, y si t; < s; metemos el par
opuesto (z,n + 1),.

Esto completa la definicion recurrente de los conjuntos R,,, con lo que tenemos definido el
conjunto E de todos los niimeros naturales n que cumplen que (n,n), esta en R, y, para
nimeros en F, la relacién = < y dada por (z,y), € R, donde n = max{x,y}.

Copio aqui (desde el hilo de comentarios) dos exposiciones alternativas de esta misma
construccion que Eparoh y argentinator han considerado preferibles para si mismos, por
si a alguien mas le resultan esclarecedoras:

1) Definimos Ry = {0}.

2) De forma recursiva se define R, siguiendo estos pasos:

i) Expresamos n + 1 = (s1,--,8)o0 (donde cada s; < n por (5)) y com-
probamos si se cumplen:
w (s;,8)2 € R, paracadai=1,--- [
» (Si41,8i)2 € R, paracadai=1,--- 1 — 1.

ii) Si no se cumplen los dos puntos anteriores, entonces R, 1 = R,,.

iii) En caso contrario, definimos R, ;; como el conjunto de naturales que
resulta de anadir a R, los siguientes ntimeros:
» (n+1,n+1)
= Para cada z < n:

o Si(x,x)s € R,, entonces no anadimos ni (n+1,x)s ni (x,n+1),.

o En caso contrario expresamos x = (t1,- - ,t,)o (donde cada
ti <o <npor (5))y comprobamos:
o Six extiende a n + 1, anadimos (n + 1, z),.
o Sin+ 1 extiende a z, anadimos (x,n + 1),.
o Si no se da ninguno de los casos anteriores y es i el menor

indice para el cual es s; # t;, entonces:
o Si (s4,t;)2 € Ry, anadimos (n + 1, x)s.
o Si (t;, s;)2 € R, anadimos (x,n + 1)s.

Tras esta gran recursién, dados dos naturales x, y definimos la relacién

T 2y <+ (T,Y)2 € Rmax{oy}

y el conjunto E formado por todos los naturales n que cumplen que (n,n)s € R,.
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Dado que para cada n € N se establece si x < y cuando z,y < n, podria definirse
una relacién <, con dominio el segmento inicial [0,n] = {0,1,2,...,n}.

Luego se haria:
oo
< = U N".
n=0

Yo dejaria la definicién de los conjuntos R,, para el final, enfocAndome en definir
=

—1-
Las condiciones para establecer < y en [0,n] me parecen escritas de una forma
extensa. Intentaré ser mas sintético, separando con mas claridad los casos posibles:

Supogamos definida <,C [0, 7] x [0, n].

Dados a,b € [0,n], si a <, b, entonces establecemos:
a jn—i—l b.

Por lo tanto, <, extiende =<,,.
Denotamos n + 1 = (s1,...,8)o-

Si para todo j,k con 1 < j <k <[ vale que s; =, s, se establece que:
n+1 =41 n+1

A continuacién, si eso ocurre, continuamos agregando mas elementos:
Sea x < n. Si no cumple que z <, x, no hacemos nada con .

En cambio, si x <,, x, avanzamos un poco mas, y denotamos
T = <t1, ---atr>oo-

Sea ¢ el minimo nimero natural tal que s; =t; para j < gcon j <I[,j <r.

Sig=1+1<r,6bienq¢<I,ry s, X, 1, establecemos:

n+1 jn+1 Z.

En caso contrario, vale que ¢ = r +1 <[, 6 bien ¢ < [,r y t, <, 54, en cuyo caso
establecemos:
T '_<n+1 n+ 1.

La manera en que se define =<, indica que es un subconjunto de [0,n + 1]%.

Luego, se definiria:
o

n=0
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Ahora recién definirfa los conjuntos R, y E:
R, ={{a,b)s : a =, b},
Roo = U Rna
n=0

E={r€Ry:x =3z}
Y finalmente defino < como la restriccién de <., a E.

De esta construccién se siguen algunas consecuencias sencillas. Dejo los detalles como
ejercicio para el lector, porque demostrarlas es una buena forma de familiarizarse con la
definicion:

(01) n € Esiy solosin <n (por definicion de E).
(02) Siz <y, entonces x,y € E.

Por induccién sobre n = max{x, y}. Para n = 0 es trivial y, si vale para n, la construccién
muestra que vale para n + 1.

(03) n € E siy sélo si es una sucesion decreciente de elementos de F.

En efecto, esto vale trivialmente para 0 (que es la sucesién vacia, luego sus términos
inexistentes estédn todos en E) y, si vale para nimeros x < n, también vale para n+ 1 por
la construccion.

(0O4) Siz,y € E, o bien x <y, o bien y < z.

Por induccién sobre n = max{z,y}, pues para n = 0 es trivial y, si vale para n, no
perdemos generalidad si suponemos que y = n + 1, y entonces, por construcciéon, si una
sucesion prolonga a la otra, se cumple x < n+ 1 o bien n+ 1 < z, y en caso contrario
ambas tienen que diferir en un primer término ¢. Por hipdtesis de induccién se cumple
s; = t; o bien t; = s; y, por construccion, esto implica que x <n+1 o0 bien n+ 1 < x.

(05) Siz <y,y < x, entonces = = y.
Similar al caso anterior.
(06) Siz <y =z, entonces r < z.

Esta la dejo entera como ejercicio.

Acabamos de definir una joya de la metamatemaética. A los elementos de E los llamaremos
ordinales (deberiamos decir “ordinales menores que €,”, pero resulta un poco largo), y lo
que hemos probado es que los ordinales son un conjunto de niimeros naturales en los que
tenemos definida una relacién de orden total <, que no hay que confundir con el orden
usual < definido sobre todos los niimeros naturales. Ademas:
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s Un numero natural es un ordinal si y sélo si es una sucesion decreciente de ordinales.

s Dos ordinales cumplen x <y si y solo si, vistos como sucesiones de ordinales,

xr = <81,...,Sl>oo
Yy = <t17"'7tr>oo
se cumple que x se extiende hasta y, es decir, y = (s1,...,8;,t141,...,t,), 0 bien

ambas sucesiones difieren en un minimo indice i tal que s; < t;.

Estas dos ultimas afirmaciones parecen circulares, pero toda la construcciéon técnica pre-
cedente sirve para justificar que no hay circularidad, sino recurrencia.

En este punto, lo mas saludable que puede hacer un lector que quiera seguir el hilo es
programarse estas definiciones y jugar con los ordinales a ver si conjetura algunas cosas
basicas sobre su ordenacion. En los mensajes siguientes la estudiaremos con detalle. Pongo
aqui mis programas en Python:

Para que no haga falta repetir una y otra vez los mismos calculos recurrentes, he creado
unas variables globales que guarden el maximo n para el que hemos calculado R,, asi como
el conjunto R,, y el conjunto de los ordinales menores o iguales que n.

pares ={0} #Tupla de pares de ordinales crecientes calculados
ordinales = [0] #Lista de ordinales calculados
puntero = 0 #Maximo numero natural que hemos visto si es un ordinal

def calcula(n):
#Calcula la relacidén de orden entre ordinales hasta los pares de
#coordenadas menores o iguales que n
global puntero, ordinales, pares
while puntero < n:
puntero += 1
s = term(puntero)

1s = len(s)

i=0

while i < 1s-1 and par(s[i+1],s[i]) in pares:
i+=1

#Aqui hemos comprobado que la sucesidén s es decreciente hasta i.
#Si 1 = sl-1, es que es toda decreciente, pero comprobamos que su Ultimo
#término s[ls-1] sea tambien un ordinal por si la longitud es 1 y no se
#ha comparado ningin par.
if 1 == 1s-1 and s[i] in ordinales:
pares.add(par(puntero,puntero))
ordinales.append (puntero)
#Ahora comparamos puntero con todos los ordinales menores
for x in range(O,puntero):
if x in ordinales:
t = term(x)
1t = len(t)
m = min(ls,1lt)
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j=0
while(j < m and s[j] == t[jl):

=1
#Aqui j es el menor ordinal en el que s y t difieren, salvo si j = m.
if j ==
if 1s <= 1t:

pares.add(par(puntero,x))
#En este caso s se prolonga hasta t.
else:
pares.add(par(x, puntero))
#En este caso t se prolonga hasta s.
else:
if par(s[j],t[j]) in pares:
pares.add(par (puntero,x))
else:
pares.add(par(x, puntero))
#Afladimos un par u otro segin si el primer término en el que difieren es
menor en uno o en otro.

def ord(a):
#Determina si a es un ordinal
calcula(a)
return (a in ordinales)

def comp(a, b):
#Determina si a <= b como ordinales
calcula(max(a,b))
return (par(a, b) in pares)

Por ejemplo, si ejecutamos el codigo:

ord(100)
print(len(ordinales))
print (ordinales)

Veremos que hay 30 ordinales menores que 100, que son el 0 y

1,2,3,4,6,7,8,10,11, 15,17, 21,22, 23, 28,29, 31, 36, 37, 45, 47, 55, 56, 57, 66, 67, 78, 91, 93.

Para entender por qué estos niimeros son ordinales y otros no, conviene ordenarlos respecto
de orden =, para lo cual he usado un algoritmo copiado de internet (adaptado ligeramente
para que use la funcién “comp” para comparar):

def ordena(array) :
n = len(array)
for i in range(n):
# Create a flag that will allow the function to
# terminate early if there’s nothing left to sort
already_sorted = True
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Start looking at each item of the list one by one,
comparing it with its adjacent value. With each
iteration, the portion of the array that you look at
shrinks because the remaining items have already been
sorted.
for j in range(n - i - 1):

#if array[j] > array[j + 1]:

if (par(arrayl[j + 1], array[jl) in pares) and arrayl[j] !=
array[j+1]:

H OH O H H =

# If the item you’re looking at is greater than its
# adjacent value, then swap them
array[jl, arrayl[j + 1] = arrayl[j + 1], array[j]
# Since you had to swap two elements,
# set the ‘already_sorted‘ flag to ‘False‘ so the
# algorithm doesn’t finish prematurely
already_sorted = False
# If there were no swaps during the last iteration,
# the array is already sorted, and you can terminate
if already_sorted:
break
return array

Si ahora ejecutamos:

ord (100)
ordena(ordinales)
print(len(ordinales))
for a in ordinales:
print(a, term(a))

obtenemos que los primeros 30 ordinales (ordenados segiin <) son:

0 () 55 (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) 22 (6)
1 (0) 66 (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) 56 (10)
3 (0,0) 78 (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) | 4 (2)
6 (0,0,0) 91 (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) | 23 (2,0)
10 (0,0,0,0) 2 (1) 47 (2,1)
15 (0,0,0,0,0) 8 (1,0) 93 (2,2)
21 (0,0,0,0,0,0) 31 (1,0,0) 37 (8)
28 (0,0,0,0,0,0,0) 17 (1,1) 29 (7)
36 (0,0,0,0,0,0,0,0) | 7 (3) 11 (4)
45 (0,0,0,0,0,0,0,0,0) | 57 (3,0) 67 (11)

Por ejemplo:

= 0 es un ordinal porque, al ser la sucesion vacia, es trivialmente una sucesién decre-
ciente de ordinales.

» 1= (0)_ esun ordinal porque es una sucesiéon de ordinales, trivialmente decreciente,
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ya que tiene longitud 1. Ademas 0 < 1 porque la sucesiéon vacia se extiende a
cualquier otra sucesion.

» 2 = (1) es un ordinal por el mismo motivo que 1 y ademds 1 = (0) < (1) = 2
porque ambas sucesiones tienen longitud 1, luego difieren en su primer término y
0<1.

» 23 = (2,0) y 47 = (2,1)_ son ordinales porque son sucesiones decrecientes de
ordinales (por los puntos precedentes) y 23 < 47 porque difieren en su segundo
término y 0 < 1.

» 5 = (0,1)  no es un ordinal porque, aunque es una sucesién de ordinales, no es
decreciente.

» 16 = (5)_, no es un ordinal porque no es una sucesién de ordinales.

Conviene senalar que los 30 ordinales anteriores son los 30 primeros ordinales respecto
del orden usual de los niimeros naturales, pero no son los 30 primeros ordinales respecto
de <. Si calculamos mas ordinales, muchos ordinales nuevos tendran que intercalarse en
la sucesion anterior.

Como deciamos, en los mensajes siguientes estudiaremos los ordinales y su relacién de
orden, pero de momento ya podemos explicar a qué llamabamos sucesiones de tipo S en
el primer mensaje y qué dice la afirmaciéon BO. Las sucesiones de tipo S son simplemente
las sucesiones decrecientes de ordinales, y BO afirma, pues, que toda sucesién decreciente
de ordinales, si se prolonga lo suficiente, llega al 0.

Dejo aqui algunas cuestiones que el lector puede plantearse como ejercicios y que trataré
con detalle en el mensaje siguiente:

1. Probar que el 0 es el minimo ordinal.

2. Probar que todo ordinal « tiene un siguiente o, es decir, que a < o’ y que o/ < 3,
para todo ordinal 5 > a. Concretamente, si a = (s1,...,s;),,, probar que
o = (s1,...,5,0)_ es un ordinal y cumple lo requerido.

De este modo, los menores ordinales son

0=, =0, 0=(0)_ =1 0"=(0,0_=3, 0"=(0,0,0), =6,

Estos ordinales se llaman ordinales finitos, porque son los que se obtienen del 0 en
un numero finito de pasos. Los demas son los ordinales infinitos.

3. Probar que w = (1)_ = 2 es el menor ordinal infinito, es decir, que es mayor que
todo ordinal finito y menor o igual que todo ordinal infinito.
Por lo tanto, los menores ordinales son:
0=(_=0, 0=(0_=1, 0"=(00)
w= (1), =2, w=(0_=8 w"=(1,00)_ =31,

o0

4. Probar que existe un minimo ordinal mayor que w,w’,w”, ... {qué nimero natural
es? (Estd en la tabla anterior).

Link al post original: Ordinales

20


https://foro.rinconmatematico.com/index.php?topic=123549.msg500264#msg500264

5. La forma normal de Cantor

En este mensaje veremos como expresar los ordinales de forma natural, de modo que a
simple vista se vea cudndo un ordinal es mayor o menor que otro (si no son muy compli-
cados). Recordemos lo basico (a partir de aqui omitiré el subindice co en las expresiones
como sucesiones):

» Un ordinal es un nimero natural « = (d1,...,0,,) que (como sucesién) es una
sucesion decreciente de ordinales: 0 = ... = 0,,.

» Dados dos ordinales av = (d1,...,0m), 5= (€1,...,€,), se cumple o < 3 si y s6lo si
a se puede prolongar hasta (3 o si el minimo indice tal que ; # €; cumple, de hecho,
que 9; =< €;.

Toda la construccion del mensaje precedente sélo tiene dos finalidades:

1) Justificar que esta definicién no es circular.

2) Poner en evidencia que los ordinales no son “unas cosas raras que a saber si existen”,
sino que son simplemente niimeros naturales, de modo que un ordenador siempre
puede decidir si un ntimero natural es o no un ordinal y si un ordinal es 0 no menor
que otro.

Pero, si aceptamos que la definicién anterior es correcta, de ella se deducen todas las
propiedades de los ordinales. Por ejemplo:

(O7) 0 es el minimo ordinal.

Esto se debe a que 0 = () es la sucesién vacia, luego trivialmente es un ordinal y se
extiende a cualquier otro, luego 0 < « para todo ordinal a.

(O8) Todo ordinal o = (f34, ..., B;) tiene un siguiente, en concreto o/ = (51, ..., Bm,0),
de modo que o < o y si a < 7y, entonces o’ < .

En efecto, como 0 es el minimo ordinal, se cumple que 3,, = 0, luego o’ es una sucesién
decreciente de ordinales y es, por lo tanto, un ordinal. Obviamente o < o/ y, si a < v =
(01, ...,0,), hay dos posibilidades:

1) Siy={(f1,---,Bm,0ms1,---,0n) extiende a «, o bien d,,,1 = 0 y entonces también
extiende a o', o bien 0 < d,,41, en cuyo caso o y v difieren precisamente en el
término m + 1, de modo que o/ < 7.

2) Si a y «y difieren por primera vez en §; < 7;, entonces « y 7 difieren en el mismo
término, luego o’ < 7.

Con esto ya podemos asegurar que los primeros ordinales son

0=(), 0=(0, 0"=¢(0,0y, 0”=¢(0,0,0), 0" =0,0,0,0),
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A estos ordinales los llamaremos ordinales finitos, pues son los que se obtienen de 0
aplicando un ntimero finito de veces la operacion “siguiente”. Los demés ordinales son los
ordinales infinitos.

A partir de aqui usaremos la notacién:

12017 2:0//7 3:0///7

Esto entra en conflicto con la notacion usual para los niimeros naturales y, para evitarlo,
a partir de ahora llamaré

a los nimeros naturales. Asi podemos afirmar que

0=0, 1=0=1, 2=1=3, 3=2=6, 4=3 =10,
pero en realidad el nimero natural que es cada ordinal serd irrelevante en la practica.
(09) w = (1) = 2 es el menor ordinal infinito.

En efecto, como 1 es un ordinal, tenemos que w es una sucesion decreciente de ordinales,
luego es un ordinal, ciertamente infinito (pues no consta de ceros) y si a« = (31,..., ) es
un ordinal infinito, alguno de sus términos tiene que ser no nulo, pero como la sucesion
tiene que ser decreciente, necesariamente 3; # 0, luego 1 < (1, luego w = a.

Por lo tanto, los primeros ordinales son:

0<1=<2<-w=<w=<w=<---

En particular, w es el menor ordinal limite, donde un ordinal limite se define como un
ordinal no nulo que no sea el sucesor de otro ordinal (lo que, visto como sucesion decre-
ciente de ordinales, equivale a que no sea la sucesioén vacia y que su tltimo término no sea
un 0).

Sia = (Bi,...,0,) es un ordinal no nulo (de modo que n > 1), en lo sucesivo lo repre-
sentaremos asi:
a:wﬁl _{__._l_wﬁn

0OJO: Mas adelante definiremos una suma de ordinales, de modo que esta expresién

podra verse como la suma de los ordinales w” = (3,),...,w’ = (B,), pero aqui debemos
destacar que NO tenemos definida una suma de ordinales y que esta expresiéon hay que
verla como una mera notaciéon que sustituye a (1, ..., 8,). En particular, para que tenga

sentido (de momento) la sucesion de exponentes tiene que ser decreciente.

Por ejemplo, tenemos definido
W+ttt ol o+ w + W =(3,3,2,1,1,0,0,0)

pero no tenemos definido w? + w®, ya que (2,5) no es un ordinal.
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Adoptaremos también los convenios siguientes:

» Como w” = (0) = 1, en lugar de w° escribiremos 1y, en lugar de 1+1+1 escribiremos
3.

» Ademés, w! = (1) = w, por lo que en lugar de w' escribiremos simplemente w.
» Cuando se repitan “sumandos”, como en w® + w3, escribiremos w? - 2.
Con estos convenios:

(3,3,2,1,1,0,0,0) = w® - 2+ w? +w -2+ 3.
Por ejemplo:
V=(,0)=w+1, " =(1,0,00=w+2, " =(1,0,0,0)=w+3,
En estos términos, los primeros ordinales son:
o, 1, 2, 3, ... w, w—+1, w+?2,

Ahora es facil ver que el menor ordinal mayor que todos éstos es (1,1) =w 4+ w = w - 2,
luego los primeros ordinales son:

o, 1, 2, ..., w, w4+l w+2, ..., w-2, w-241,

Esta forma de expresar los ordinales (como sumas de potencias de w con exponentes
decrecientes) se llama forma normal de Cantor. Pongo aqui dos funciones en Python que
calculan la forma normal de Cantor de un ordinal (dado como nimero natural) en forma
de cadena imprimible por Python y en LaTeX:

def fnc(n):
#Expresa el ordinal n en forma normal de Cantor
if n == 0O:
u = "(0)" #u contendra la fnc de n
else:
g = ""
s = term(n)
1 = len(s)
i=0
while i<1:
j =1 #Fijamos un término y contamos todos los siguientes
iguales.
t = s[i]
while j< 1 and s[j] ==
j+=1
if t == 0O:

#S1i el término repetido es 0, suma k = j-i.
u=u+ str(j-i) + " + "
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else:

if j-i ==
c =" #51 el término repetido es 1, no se pone el
coeficiente.
cllis’ek:
#En otro caso el coeficiente es k = j-i
c = "\u00b7" + str(j-i)
exp = fnc(t) #fnc del exponente de omega.
if exp == "(1)":
exp = "" #S1i el exponente es 1, no se pone.
else:
exp = "7" + exp #En caso contrario, elevamos al
exponente.
u=u+ "\u03c9" + exp + c + " + "
i=j
u="("+ul:-3] + ")" #Quita el ultimo + y afiade paréntesis.
return u

def latex(n):
#Expresa el ordinal n en forma normal de Cantor en LaTeX

if n == 0:
u = "O" #u contendrd la expresidén en LaTeX
else:
qo="n
s = term(n)
1 = len(s)
i=0
while i<1:
j=1 #Fijamos un término y contamos todos los siguientes
iguales.
t = s[i]
while j< 1 and s[j] == t:
ja=t
if t == 0O:
#S1i el término repetido es O, suma k = j-i.
u=u+ str(j-i) + " + "
else:
if j-i ==
c ="" #Si el término repetido es 1, no se pone el
coeficiente.
else:
#En otro caso el coeficiente es k = j-1i
¢ = "\cdot" + str(j-i)
exp = latex(t) #Expresidén en LaTeX del exponente de
omega.
if exp == "1":
exp = "" #S1i el exponente es 1, no se pone.
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else:
exp = "7{" + exp + "}" #En caso contrario, elevamos

al exponente.

#Afladimos a u omega elevado al exponente por el
coeficiente.

u = ut "\omega" + exp + c + " + "

L=
u = ul:-3] #Quita el altimo +

return u

Con la funcion latex he calculado la tabla siguiente, que contiene todos los ordinales
menores que 200 (he omitido las sucesiones de ceros correspondientes a los ordinales
finitos, que ocupan mucho espacio para nada):

0 () 0 [105 — 14 2 (6) o

1 (0) 1 | 120 - 15 56 (10) w!

3 (0,00 2 |136 — 16 21 (15) o°

6 (0,0,0) 3 |13 — 17 1@ W

0 - 4|11 - 18 23 (2,0) w*+1
% — 5 |190 — 19 7 (2,1) WwWHw
21 — 6 2 (1) w 173 (2,3) w¥ + w?
B 71 8 (1,0) w4l | 33 (2,2) w¥-2
% - 8 | 31 (1,0,0) wt2 | 37 (8 wt
45 — 9 | 17 (1,1) w-2 154 (17) ww?
55 — 10139 (1,1,0) w-241| 29 (7) w*
66 — 1| 7 (3 w? T (4)
8 — 12| 57 (3,0) w?+1 |122 (4,0) w*" +1
91 — 13107 (3,1) w?+w | 67 (II) w*

Ahora es facil comparar dos ordinales a simple vista: Hay que comparar el término w? - k
en el que difieren situado mas hacia la izquierda. Sera menor el ordinal que tenga menor
exponente [y, en caso de igualdad, el que tenga el menor coeficiente k.

Por ejemplo, si queremos comparar los ordinales
o =w BB I TR et L8 8 w3+ 10

5 :ww4~3 X 5 _|_ ww3-5+w2+w-8+9 . 3 + ww-‘rQ + (U5 X 8 + w - 3 _|_ 10

vemos que difieren en su segundo término, por lo que tenemos que comparar sus expo-
nentes, que son

Wb+ W THw+3
Wb+ wtw-8+49

También difieren en su segundo término, y ahora los exponentes son ambos iguales a 2,
por lo que comparamos los coeficientes, que son 7 > 1, luego o > (.
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En ZF se pueden definir los ordinales de una forma muy distinta a como los hemos
definido aqui (y, de hecho, obtenemos muchos mas ordinales que los que nosotros
hemos definido). Con la construccién conjuntista, cada ordinal es el conjunto de
todos los ordinales menores que él. Por ejemplo:

0=2, 1={0}, 2=1{01},
w={0,1,2,...}, w+1={0,1,2,... w},

También se define de forma natural una suma, un producto y una exponenciacion
de ordinales, que nosotros introduciremos en el mensaje siguiente. Cantor demostré
que todo ordinal o # 0 se expresa de forma tnica en lo que ahora se llama forma
normal de Cantor:

a=wh ki WPk,

CODQZBI Z Zﬁnyklw"akn<w‘
El ordinal ¢y se define como el supremo de los ordinales:

w

w<w <w <w << g

y es el menor ordinal con la propiedad de que w® = ¢, (los ntimeros con esta
propiedad se llaman nimeros €). Esto hace que su forma normal de Cantor sea
simplemente ¢y = w®. Sin embargo, los niimeros a < €, tienen todos forma normal
con > 31 > --- > [3,, por lo que, a través de su forma normal de Cantor, cada
ordinal menor que €, estda determinado por una sucesion decreciente de ordinales
menores.

Esto hace que si en ZF construimos el conjunto E de los ntimeros naturales a
los que hemos llamado “ordinales”, la aplicacion & — €3 que a cada ordinal de
los nuestros le hace corresponder el ordinal usual con la misma forma normal es
biyectiva y conserva el orden, por lo que los ordinales que hemos construido forman
un conjunto ordenado isomorfo a €.

En el mensaje siguiente definiremos la suma y el producto de ordinales (menores
que €y) de modo que este isomorfismo de conjuntos ordenados conserve también la
suma y el producto.

Podemos definir:

y, en general,
w(n—H) _ ww<"> _ <w(n)> )

Por ejemplo, la tabla anterior muestra que

w9 =1 WM =2 wP=4 w®=T1, w® =67
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Terminamos este mensaje con la observacion siguiente:

(010) Para todo ordinal « existe un n < w tal que a < w™. En otras palabras, la
sucesion {w(™1}%°  no estd acotada.

Vamos a probarlo por induccién sobre v (por la induccién usual en los nimeros naturales,
es decir, vamos a ver que si todos los niimeros naturales 5 < a que son ordinales cumplen
la afirmacién, lo mismo le sucede a «).

Si a = 0 es trivial. Pongamos que oo = (1, ..., Bn), ¥ hemos visto en (5) que 51 < « (en
el orden de los niimeros naturales), luego por hipétesis de induccién existe un n tal que
B < w™, y entonces

a=wh 4w < w” = Y,

Un ejercicio interesante es programar una funciéon que a cada ordinal « le calcule un n
que cumpla el teorema.

Link al post original: [.a forma normal de Cantor
p g

6. La aritmética ordinal

Para terminar la presentacion de los ordinales voy a definir la suma y el producto de
ordinales. Las definiciones pueden parecer caprichosas, pero son las necesarias para que
las operaciones se correspondan con las que se definen en teoria de conjuntos de forma
natural.

En el mensaje anterior hemos visto que todo ordinal no nulo se puede expresar de forma

unica como
b

Oé:(,{)(;l—i-"'—i—wn’
donde 6; = --- = 6, o bien de la forma

a=w" ki + -4+ ky,
donde 01 = --- > &, (la n no es la misma en los dos casos, sino que la segunda expresién
es mas corta, porque resulta de agrupar todos los términos consecutivos iguales).
6.1. Suma de ordinales
Definimos a« + 0 = «a, 0 + 3 = (8 y, para ordinales no nulos
a:w‘sl—}----—{—w‘sm, B=w 4w
definimos la suma como

a+B=w"+ W W W,

)

donde hemos suprimido todos los términos w® con §; < €; (en particular, si §; < €; es

a+f=p).
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Por ejemplo:
W+ Fwt + W +5) + (W P+ w? +3) = w0 w? + 3.

La suma de ordinales es una de las pocas operaciones que los matematicos consienten en
llamar “suma” a pesar de que no es conmutativa. Por ejemplo:

WCHP+N+ W Hw+2)=w’ - 2+w+2
(WHw+2) + W+ +7)=w 2+ + 7.

En cambio, no es dificil probar que la suma es asociativa. Observemos que las expresiones
en forma normal que hasta ahora eran una mera notacion ahora pueden verse como sumas
de sus términos, es decir, un ordinal como W + w3 4+ WP + 8 es la suma de sus cuatro
términos en el sentido que acabamos de definir.

En particular, a + 1 se obtiene anadiendo un sumando 1 = w® a la expresién de o, que
nunca cancela a ningtin otro sumando, y ya sabemos que el ordinal que resulta de anadir
un exponente 0 a otro « es el ordinal siguiente (el menor ordinal mayor que «).

Veamos ahora algunas propiedades de la suma de ordinales.
(S1) La suma de ordinales finitos coincide con la suma usual de niimeros naturales.

Por ejemplo:
243 =(w'4+uw")+ W+’ +uw’ =5

(S2) Si A es un ordinal limite, entonces a + A es el supremo de los ordinales a + 3 con
B <A

En efecto, pongamos que a = w’ + - +w y A = w + - +w, donde ¢, > 0, ya que
A es un ordinal limite. Entonces

a+A=w" 4w f W W

donde k es el mayor indice que cumple d; > €; (con la posibilidad de que & = 0 y no
esté la primera parte). Es facil ver que si f < A, entonces a + 3 < « + A. Por otra parte,
tomemos 17 < a + A y vamos a ver que existe un § < A tal que n < a + (. Distingamos
varios casos:

1) Puede ser que la expresiéon de n se prolongue hasta la de ov + A, en cuyo caso hay
dos posibilidades:

a) Sin=w+ -+ w¥ conj <k, entoncesn = a=a+0,con0 < A yse
cumple lo que queremos probar.

b) Sin = W 4w w4 - 4w, con j < m, entonces tomamos [ =
w4 -+ w9 < Xy se cumple que n < a + (.

2) La alternativa es que un (minimo) exponente de 7 sea menor que el correspondiente
de o+ A, y también hay dos casos:
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a) Sin=uw+- - 4w + W+ 4 -+ con 0541 =< 0j11, entonces n < a = a + 0,
como antes.

b) Sin=w' 4w w4 W + W+ 4+ -+, con €511 < €541, entonces:
e Sij+1<ntomamos f=w"~+ - +w9 4wt <Ayn<a+p.
e Sij+1=ntomamos f=w" 4+ - Fwrl4+wnr+1<Ayn<a+p.

En particular, si partimos de un ordinal, a;, podemos construir la sucesién creciente

a<aoa+l<a+2<a+3<---<a+t+w

y tenemos que a+w es precisamente el supremo de esta sucesion. En otras palabras, a4 w
es el menor ordinal limite mayor que «.

(S3) Si o = 3, existe un tnico ordinal v tal que o + v = p.

En efecto, podemos suponer que ambos ordinales son no nulos, digamos
a=wl 4w B =W Wt

Puesto que o = 3, hay dos posibilidades:

1) Si § extiende a a, entonces 7 es necesariamente la suma de los términos que le faltan
a « para llegar a 3.

2) Si existe un minimo i tal que d; < ¢;, entonces tiene que ser vy = w + - - + W™
(S4) a X a+ [y la desigualdad es estricta si 8 # 0.

En efecto, podemos suponer que § # 0. Pongamos que
a=wr 4w B =wt 4w
Si 6, = € entonces

atB=w+ W T W

que claramente es mayor que «. En caso contrario, si ¢ es el minimo indice tal que §; < €,

tenemos que
a+@:w51+---+w5i—1 + w4 4w,

y para comparar la suma con « tenemos que comparar los exponentes §; < €1, luego la
suma es mayor.
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(S5) B <~vysiysolosia+f <a+ 7.

En efecto, hemos visto en (S3) que v = [ + 4, para cierto § > 0, luego, por (S4),
a+B<a+pf+d=a+7.

Reciprocamente, si o + 8 < « + « tiene que ser 8 < 7, porque en caso contrario seria
v = By, por la parte ya probada, a + v =< a + (3, contradiccion.

Para finalizar con la suma ordinal, concluimos con el siguiente programa de Python que
permite calcularla:

def suma(m,n):
#Calcula la suma de dos ordinales.
ss = term(m)
tt = term(n)

if n == O:
u=nm
else:
i = len(ss)-1
while i >= 0 and comp(ss[i],tt[0]) and ss[i] != tt[0]:
i-=1

ss = list(ss) [0:i+1]
ss.extend (tt)
u = s(*ss)

return u

6.2. Producto de ordinales

La definiciéon del producto de dos ordinales parece mas caprichosa atn.
Ante todo, definimos a-0=0-a=0y a-1=a.

En segundo lugar, si o = w® + -+« + wo y B = we, con € > 0, definimos « - w® = w1+,
de modo que el producto sélo depende del primer término de a.

Por ultimo, si g = w + -+ 4+ w™, definimos a - f = a - w" + -+ + a - w, donde los
productos del miembro derecho estan en uno de los dos casos anteriores, segtin si €; es
nulo o no.

Por ejemplo:
(WPH W’ +w?+w) (W H1+1) = W+ (WP HW’ +w? W)+ (WP Hw’ +w +w) = W Hw® 44w’ tw.

El producto de ordinales tampoco es conmutativo. Por ejemplo:

3rw=w+uw+u)w=w=w
mientras que w -3 = w + w + w.

Veamos ahora algunas propiedades del producto de ordiales.

En general, los productos —hasta ahora formales— w? - n que aparecen en las expresiones

en forma normal son productos en el sentido que acabamos de definir:
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(P1) Sin es un ordinal finito no nulo

a-n:a-(l—l—---+1)=a+---+a.

En particular, esto implica que el producto de ordinales finitos se corresponde con el
producto usual de nimeros naturales.

Por ejemplo, si o = w® - 3+ w? - 5+ w + 3, entonces

a-d=(w 34+w5+w+3)+ W 3+w 5+w+3)+ (W 3+w 5 +w+3)+
+ (W -34+w' 5+w+3) =w’ 124+ w5+ w+3,

pues w” cancela los términos intermedios.

(P2) a-w es el supremo de la sucesion

a<a-2<a-3<a-4<---

En el ejemplo que hemos puesto, por definicién, o - w = w*T! = (w + 1), mientras que

a=w’-3+w 5+w+3<w-6=
<a-2=w’ - 64+wr54+w+3<w’-9=
<a-3=w’-94+w' 5+w+3<w 12
<a-d=w 1240 54+w+3<---

Es decir
a<w b6=a-2<w9<a-3<w-12<a-4<---,

luego el supremo de la sucesion « - n coincide con el de la sucesion w® - n, es decir, el
supremo de la sucesién (w, ...,w) (n veces), y dicho supremo (teniendo en cuenta que el
orden es el lexicografico) es precisamente (w + 1) = W™ = o - w.

En el caso general, si a = w -ky +- - - +w’ -k, tenemos que av-n = w' -k -n+- -+ w-ky
y que el supremo de esta sucesién coincide con el de w’ - k; - n, o también con el de
la sucesién w® -n = (6y,...,0;) (n veces), que, como el orden es el lexicogréfico, es
i +1) =l =a-w.

Concluimos con la siguiente funcion que calcula el producto de ordinales:

def prod(m,n):
#Calcula el producto de dos ordinales.
if m == 0 or n ==
u=0
else:
ss = term(m)
tt = term(n)

i = len(tt)
while i>0 and tt[i-1] ==
i -=

u = list(tt[:1])
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for j in range(0, len(u)):
ulj] = suma(ss[0], uljl)
u = s(xu)
for j in range(i, len(tt)):
u = suma(u, m)
return u

6.3. Exponenciacién de ordinales

No vamos a definir en general la exponenciacion de ordinales, pero lo cierto es que tenemos

definidas las potencias w?, para todo ordinal §, y la definicién de producto hace ahora que

w® - w = Wi, Esto implica a su vez que si k es finito, entonces (w?)* = w*.

Observemos que se cumple lo siguiente:

A

(E1) Si A es un ordinal limite, entonces w” es el supremo de los ordinales w®, con o < .

En efecto, es inmediato que w® < w’ vy, si 0 < B < w?, entonces B = w +- - - +w, donde
necesariamente €; < \, v asi 8 < wt cona =€ +1 < A\

En particular, si
g Q] R0 =R <™

es una sucesion estrictamente creciente de ordinales con supremo «, se cumple que w® es
el supremo de la sucesion
W < wM < w? <

Con esto ya estamos en condiciones de “filosofar” sobre los ordinales y su buena ordena-
cién, pero eso sera en la entrega siguiente.

Link al post original: [.a aritmética ordinal

7. Paréntesis computacional

Los programas en Python que he puesto en los mensajes anteriores estaban pensados para
reproducir las definiciones y mostrar que todas ellas son computables en la practica, pero
codificar los ordinales finitos como nimeros naturales no es nada eficiente.

Por ejemplo, un ordinal con el que se puede operar facilmente a mano como

ww-3+1+w2+w.4+1
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resulta ser el niimero natural

115306669911503424489946263889218855180059112559348941404747329617917910836
607129127227542077107723363356095696927920592936099630276111027663350878743
587342821517693557863198732749358956726551071491763302814868162613291498344
373915457802258208960598042833560240411485760741431029924969121724639894611
636328169612101729901029094219361224839207184033370892698078846142172176049
634605445247008828325189634167728055945436815820895638192647220962974372026
9819913669427479303116934578132085998690913800009744511929255709788007

Y a poco que aumentemos la complejidad del ordinal los nimeros naturales se vuelven
astronomicos y Python no puede con ellos. Esto se resuelve codificando los ordinales de
otra forma. Adjunto aqui un médulo Python que he programado para ello.

Se carga con

from ordinales import x*

y para ver su contenido basta teclear
help(ordinales)

Permite operar con ordinales de forma natural, identificando los niimeros naturales con
los ordinales finitos. He aqui un ejemplo de codigo:

u =[]
for i in range(0, 100):
a =0dC(i)
if a != -1:
u.append(a)
ordena (u)

for i in range(0, len(u)):
print(int(ulil), " ", term(int(ulil)), " ", ulil)

Este programa recorre los nimeros del 0 al 99, determina cuéles de ellos corresponden a
ordinales, los ordena segun el orden < y luego los muestra como sucesiones de nimeros
naturales y en forma normal. Si ponemos LaTeX(u[i]) los escribe en LaTeX.

Otro ejemplo:

a = wkx3 *x 4 + w**x2 *x 5 + w + 7
b = wk*x2 + w + 3

print (" ({}) \u0Ob7 ({}) = {}".format(a, b, axb))
produce el resultado
W 4+ 5+w+T) (WP +w+d) =’ +uw+ w12+ w? 5+ w+T,

mientras que con el cdédigo de los mensajes precedentes Python se me congela porque el
producto es un nimero natural astronémico.

Link al post original: Paréntesis computacional
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ordinales.py

#!/usr/bin/env python3
# -*- coding: utf-8 -*-

"""
Cálculo con ordinales menores que \u03b5_o
w es el ordinal \u03c9.
El código de un ordinal a es int(a) y el ordinal de código c
es OdC(c).
Es posible sumar y multiplicar ordinales y calcular potencias
de base \u03c9
Ord(n) es el ordinal finito n, aunque en las sumas y productos
se puede escribir simplemente n.
"""

ordinales = "ordinales"

def _mal(*s):
    """Da error si algún argumento no es un número natural."""
    l= len(s)
    for i in range(0, l):
        if not(isinstance(s[i], int) and s[i]>= 0):
            raise Exception("{} no es un número natural".format(s[i]))

def isqrt(n):
    """Parte entera de la raíz cuadrada de un número natural"""
    _mal(n)
    x = n
    y = (x + 1) // 2
    while y < x:
        x = y
        y = (x + n // x) // 2
    return x

def par(x,y):
    """Par ordenado de dos números naturales"""
    _mal(x,y)
    u = (x+y) * (x+y+1) // 2 + x
    return u

def p2(z):
    """Coordenadas del número z visto como par ordenado"""
    _mal(z)
    zz = 2*z
    n = isqrt(zz)
    while n * (n+1) > zz:
        n -= 1
    u= z - n * (n+1) // 2
    v = n-u
    return (u,v)

def tupla(*l):
    """tupla de una sucesión de números naturales"""
    _mal(*l)
    long = len(l)
    if long == 1:
        u = l[0]
    else:
        u = par(tupla(*l[:long-1]),l[long-1])
    return u

def pn(n,z):
    """"Coordenadas del número z visto como n-tupla"""
    _mal(n, z)
    u=[]
    for i in range(0,n-1):
        p = p2(z)
        u.append(p[1])
        z = p[0]
    u.append(z)
    u.reverse()
    u = tuple(u)
    return u

def num(*l):
    """Número correspondiente a una sucesión dada"""
    _mal(*l)
    if l == ():
        u = 0
    else:
        u = par(len(l) - 1,tupla(*l)) + 1
    return(u)

def long(s):
    """Longitud del número s como sucesión"""
    _mal(s)
    if s == 0:
        u = 0
    else:
        u = p2(s-1)[0]+1
    return(u)

def term(s):
    """Términos de un número"""
    _mal(s)
    if s == 0:
        u = ()
    else:
        z = p2(s-1)
        u = pn(z[0] + 1,z[1])
    return u

#############################################

def _nat(n):
    """Ordinal correspondiente a un número natural"""
    u = []
    for i in range(0, n):
        u.append([])
    return u
    

def _comp(a,b):
    """Compara dos posibles ordinales"""
    if a == b:
        u = True
    else:
        la = len(a)
        lb = len(b)
        r = min(la, lb)
        i = 0
        while i < r and a[i] == b[i]:
            i += 1
        if i == r:
            if la <= lb:
                u = True
            else:
                u = False
        else:
            u = _comp(a[i], b[i])
    return u

def _ordinal(a):
    """Comprueba si a es un ordinal"""
    la = len(a)
    u = True
    if la > 0:
        if not _ordinal(a[0]):
            u = False
        else:
            i = 0
            while i< la - 1 and _ordinal(a[i+1]) and _comp(a[i+1],a[i]):
                i += 1
            if i < la -1:
                u = False
    return u

def _fnc(a):
    """Expresa el ordinal a en forma normal de Cantor"""
    if a == []:
        u = "(0)"  #u contendrá la fnc de a
    else:
        u = ""
        la = len(a)
        i=0
        while i<la:
            j = i   #Fijamos un término y contamos todos los siguientes iguales.
            b = a[i]
            while j< la and a[j] == b:
                j += 1
            if b == []:
                #Si el término repetido es 0, suma k = j-i.
                u = u + str(j-i) + " + "
            else:
                if j-i == 1:
                    c = ""   #Si el término repetido es 1, no se pone el coeficiente.
                else:
                    #En otro caso el coeficiente es k = j-i
                    c = "\u00b7" + str(j-i)
                exp = _fnc(b)    #fnc del exponente de omega.
                if exp == "(1)":
                    exp = ""    #Si el exponente es 1, no se pone.
                else:
                    exp = "^" + exp  #En caso contrario, elevamos al exponente.
                u = u + "\u03c9" + exp + c + " + "
            i = j
        u = "(" + u[:-3] + ")"   #Quita el último + y añade paréntesis.
    return u

def _fn(a):
    """Expresa el ordinal a en forma normal de Cantor"""
    u = (_fnc(a))[1:-1]  #Quita los paréntesis exteriores
    return u

def _ltx(a):
    """Expresa el ordinal a en forma normal de Cantor en LaTeX"""
    if a == []:
        u = "0" #u contendrá la expresión en LaTeX
    else:
        u = ""
        la = len(a)
        i=0
        while i<la:
            j = i     #Fijamos un término y contamos todos los siguientes iguales.
            b = a[i]
            while j< la and a[j] == b:
                j += 1
            if b == []:
                #Si el término repetido es 0, suma k = j-i.
                u = u + str(j-i) + " + "
            else:
                if j-i == 1:
                    c = ""  #Si el término repetido es 1, no se pone el coeficiente.
                else:
                    #En otro caso el coeficiente es k = j-i
                    c = " \cdot " + str(j-i)
                exp = _ltx(b)  #Expresión en LaTeX del exponente de omega.
                if exp == "1":
                    exp = ""    #Si el exponente es 1, no se pone.
                else:
                    exp = "^{" + exp + "}"  #En caso contrario, elevamos al exponente.
                #Añadimos a u omega elevado al exponente por el coeficiente.
                u = u+ "\omega" + exp + c + " + "
            i = j
        u = u[:-3]  #Quita el último +
    return u

def _suma(a, b):
    """Suma de ordinales"""
    if b == []:
        u = a
    else:
        i = len(a)-1
        while i >= 0 and a[i]<b[0]:
            i -= 1
        a = a[0:i+1]
        a.extend(b)
        u = a
    return u

def _prod(a, b):
    """Producto de ordinales"""
    if a == [] or b == []:
        u = 0
    else:
        i = len(b)
        while i>0 and b[i-1] == []:
            i -=1
        u = b[:i]
        for j in range(0, len(u)):
            u[j] = _suma(a[0], u[j])
        for j in range(i, len(b)):
            u = _suma(u,a)
    return u

def _cod(a):
    """Número natural que codifica un ordinal"""
    if a == []:
        c = 0
    else:
        u = []
        for i in range(0, len(a)):
            u.append(_cod(a[i]))
        c = num(*u)
    return c

def ordena(array):
    """Ordena una lista de ordinales"""
    
    n = len(array)
    for i in range(n):
        # Create a flag that will allow the function to
        # terminate early if there's nothing left to sort
        already_sorted = True
        # Start looking at each item of the list one by one,
        # comparing it with its adjacent value. With each
        # iteration, the portion of the array that you look at
        # shrinks because the remaining items have already been
        # sorted.
        for j in range(n - i - 1):
            #if array[j] > array[j + 1]:
            if array[j+1]< array[j]:
                # If the item you're looking at is greater than its
                # adjacent value, then swap them
                array[j], array[j + 1] = array[j + 1], array[j]
                # Since you had to swap two elements,
                # set the `already_sorted` flag to `False` so the
                # algorithm doesn't finish prematurely
                already_sorted = False
        # If there were no swaps during the last iteration,
        # the array is already sorted, and you can terminate
        if already_sorted:
            break
    return array




class Ord:
    def __init__(self, v=0):
        if isinstance(v, int) and v >= 0:
            self.v = _nat(v)
        elif _ordinal(v):
            self.v = v
        else:
            raise Exception("{} no es un ordinal.".format(v))
    
    def __setattr__(self, name, value):
        if not hasattr(self, name) and name == "v":
            object.__setattr__(self, name, value)
        else:
            print("No se puede modificar un ordinal.")

    def __str__(self):
        return _fn(self.v)

    def __repr__(self):
        return str("Ord({})".format(self.v))

    def __int__(self):
        return _cod(self.v)

    def __hash__(self):
        return _cod(self.v)

    def _entord(self,other):
        """Transforma un entero en ordinal, si procede"""
        if isinstance(other, int) and other >= 0:
            u = _nat(other)
        elif isinstance(other, Ord):
            u = other.v
        else:
            raise Exception("{} no es un ordinal.".format(other))
        return u

    def __eq__(self, other):
        if isinstance(other, int) and other >= 0:
            b = _nat(other)
        elif isinstance(other, Ord):
            b = other.v
        else:
            b = -1
        return True if self.v == b else False

    def __le__(self, other):
        a = self.v
        b = self._entord(other)
        return True if _comp(a, b) else False

    def __ge__(self, other):
        a = self.v
        b = self._entord(other)
        return True if _comp(b, a) else False

    def __lt__(self, other):
        a = self.v
        b = self._entord(other)
        return True if _comp(a, b) and a != b else False

    def __gt__(self, other):
        a = self.v
        b = self._entord(other)
        return True if _comp(b, a) and a != b else False

    def __add__(self, other):
        a = self.v
        b = self._entord(other)
        u = Ord(_suma(a, b))
        return u

    def __radd__(self, other):
        b= self.v
        a = self._entord(other)
        u = Ord(_suma(a,b))
        return u

    def __mul__(self, other):
        a = self.v
        b = self._entord(other)
        u = Ord(_prod(a, b))
        return u

    def __rmul__(self, other):
        b = self.v
        a = self._entord(other)
        u = Ord(_prod(a,b))
        return u

    def __pow__(self, other, mod=1):
        if self != w:
            raise Exception("Sólo están definidas las potencias de base \u03c9")
        else:
            a = self._entord(other)
            u = Ord([a])
        return u

def _odc(c):
    """Ordinal de código c"""
    _mal(c)
    a = []
    s = term(c)
    for i in range(0, len(s)):
        a.append(_odc(s[i]))
    return a

def OdC(c):
    """Ordinal de código c
    Si no existe devuelve -1"""
    _mal(c)
    a = _odc(c)
    if _ordinal(a):
        u = Ord(a)
    else:
        u = -1
    return u

def LaTeX(a):
    """
    Cadena con el ordinal a escrito en LaTeX.
    Para no ver las barras duplicadas usar print(LaTeX(a)).
    """
    u = _ltx(a.v)
    return u

def omega(n):
    """Potencias de \u03c9 iteradas"""
    _mal(n)
    u = [[]]
    for i in range(0, n):
        u = [u]
    return Ord(u)

    
w = Ord([[[]]])
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8. (Estan los ordinales bien ordenados?

Llegados a este punto, ya podemos empezar a “filosofar”.

El problema principal que plantea la construccién que he dado de los ordinales es el
siguiente:

¢ Existe una sucesion infinita decreciente de ordinales?

Asi:
Qo > Q1 > Qg >~ Qg >

O equivalentemente:

St vamos construyendo una sucesion decreciente de ordinales como la anterior,
¢llegaremos necesariamente a 0 tras un numero finito de pasos?

Porque, mientras no lleguemos a 0, la sucesién se puede prolongar. Si tratamos esta
pregunta como los matematicos tratan habitualmente cualquier pregunta de naturaleza
matematica, la respuesta es muy simple: NO. Y la razén es que en ZF se puede demostrar
que no.

Aunque no vamos a entrar en ello aqui, lo que sucede es que en ZF los ordinales
(los que hemos definido aqui y muchos més) se pueden definir de un modo com-
pletamente distinto que hace relativamente facil probar que estan bien ordenados,
es decir, que todo conjunto no vacio de ordinales tiene un minimo elemento, y esto
equivale a que no existen sucesiones decrecientes infinitas de ordinales.

Ademas, los ordinales que hemos definido aqui se corresponden biunivocamente con
los ordinales conjuntistas menores que uno de ellos, €3, de modo que la biyeccion
conserva el orden, por lo que si existiera una sucesién decreciente de (nuestros)
ordinales también la habria de ordinales conjuntistas, y en ZF se prueba que esto
es imposible.

Normalmente, el hecho de que algo pueda probarse en ZF (o en ZFC) hace que un mate-
matico dé por zanjado el problema, pero esta afirmacién que nos ocupa es un caso peculiar
en el que “el protocolo habitual” no es razonable.

La razén es la que expliqué en el primer mensaje: Gentzen demostré que si la aritmética
de Peano AP es contradictoria, entonces existe una sucesion estrictamente decreciente de
ordinales. Més atn, que se puede programar a un ordenador para que vaya generando una
sucesion decreciente de ordinales con la garantia de que nunca terminaré.

Maés precisamente, Gentzen mostré como asociar un ordinal (es decir, un nimero natural
que, de hecho, es un ordinal) a cualquier demostraciéon en AP, y probé que a partir de
una demostracion de una contradiccion es posible construir siempre otra demostracion
de una contradiccién con ordinal menor. La construccion es completamente finitista, de
modo que es posible programar a un ordenador para que si le damos una demostracion
de una contradiccion en AP él vaya construyendo sucesivamente nuevas demostraciones,
cada una con un ordinal asociado menor que la anterior.
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Por lo tanto, si podemos asegurar que no existen tales sucesiones decrecientes, podemos
asegurar que AP es consistente. Otra cosa es que muchos pensemos que AP es obviamente
consistente, pero ese “obviamente” no satisfara a un formalista radical que no acepte que
hablemos informalmente de niimeros naturales o, por lo menos, que “abusemos” de ello.

Pero muy, muy radical tendria que ser un formalista para cuestionar que un programa
de ordenador hace lo que un analisis detallado de su programa muestra que puede hacer,
y por ello aqui no voy a cuestionar la correccién del resultado de Gentzen (no creo que
nadie se haya planteado nunca hacerlo). Es un hecho innegable que podemos programar
un ordenador con un criterio para construir una sucesion decreciente de ordinales, con
la tnica “pega” de que dicho criterio necesita partir de una demostracién formal de una
contradiccion en AP.

El interés de todo esto es obtener una prueba “absoluta” de la consistencia de AP que no
dependa de la consistencia de ZF, porque es trivial que si ZF es consistente también lo es
AP. Y es por esto que —justo en este caso— no podemos aceptar el criterio usual de los
matematicos por el que si algo es demostrable en ZF, pues ya esta demostrado y punto.

Un matematico “se fia” de ZF, porque sabe (o deberia saber) que no es posible demostrar
que ZF es consistente, pero, precisamente por eso, porque es imposible demostrarlo, no
debe extranarnos que no tengamos ninguna prueba de ello, sin que eso sea motivo para
sospechar que ZF es contradictorio. Pero si confiar en ZF es razonable habitualmente, no
es razonable fiarse de ZF justamente cuando lo que queremos es ver si podemos probar
para AP lo que no podemos probar para ZF: su consistencia.

Por eso no vale la actitud del formalista que dice: ti1 déjame claro cudles son tus axiomas y
con eso yo ya doy tus afirmaciones por buenas (supuesto que sean légicamente correctas).
Si dejamos claro que “los axiomas” son los de ZF, la prueba de que no hay sucesiones
decrecientes de ordinales no aporta nada. La pregunta realmente interesante es:

sPodemos asequrar que es imposible que un ordenador genere una sucesion decreciente
de ordinales?

No se trata de si se puede demostrar en ZF, sino de si es verdad. También se puede
probar en ZF que 2 + 2 = 4, pero si ZF resultara ser contradictorio, eso no seria motivo
para sospechar que, a lo mejor, resulta que dos y dos no son cuatro. Tenemos argumentos
sobrados para estar convencidos de que 2 4+ 2 = 4 tanto si ZF es consistente como si no.
Por eso probar que 242 = 4 en ZF no nos aporta nada que no sepamos ya. Nos podemos
fiar mas de la conclusion que de sus premisas. Eso vale para 2 + 2 = 4 y para muchas
afirmaciones mas, pero la cuestién es si también vale para la que nos ocupa:

sPodemos asequrar que es imposible que un ordenador genere una sucesion decreciente de
ordinales de modo que, aunque ZF resultara ser contradictorio, no tendriamos motivos
para poner esto en duda, como no dudariamos de que dos y dos sequirian siendo cuatro?

Para no llegar a una prueba ridiculamente trivial de la consistencia de AP (una prueba
que se limite al hecho obvio de que si ZF es consistente también lo es AP), no nos vale
que “a partir de tales o cuales axiomas” se pueda demostrar lo que queremos, sino que
necesitamos un argumento que nos convenza de que eso es verdad pase lo que pase con
los axiomas de ZF' y su consistencia.
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Insisto en que no es que no sea paranoico plantearse que ZF podria ser contradictorio, sino
que no podemos dar por hecho que es consistente cuando se trata de probar la consistencia
de una teoria mas modesta como AP sin caer con ello en el ridiculo.

Muchos formalistas radicales tienden a recelar de cosas intuitivamente obvias (las que dan
trabajo en ZF) y, en cambio, aceptan alegre e irreflexivamente otras cosas nada obvias
(las que en ZF no dan ningtin problema), como es el uso indiscriminado de palabras como
“para todo” o “existe” (que la légica de ZF permite usar sin preocupacion alguna). Asi,
yo diria que “existe una sucesion” es un concepto muy difuso, porque yo no sé lo que
significa “la totalidad de las sucesiones” como para poder darle un significado preciso
a una afirmacion sobre la totalidad de las sucesiones (o sobre si existe una entre ellas
que cumpla algo), por lo que no podria decir tranquilamente que una afirmacién con tal
generalidad tiene que ser objetivamente verdadera u objetivamente falsa. En ZF se prueba
que la totalidad de las sucesiones de niimeros naturales es un conjunto no numerable, y
—vyo al menos— no sé lo que significan las afirmaciones que involucran una cantidad no
numerable de cosas.

Afortunadamente, en nuestro caso no tenemos que preocuparnos por este problema, por-
que la cuestion no es si existe una sucesion decreciente de ordinales, sino de si existe una
que pueda calcular un ordenador, y la familia de todas las sucesiones calculables por un
ordenador (los conjuntos recursivamente numerables) es algo perfectamente definido y
sobre lo que se puede hablar objetivamente. No estamos hablando de si existe una entele-
quia, sino de si existe un programa de ordenador que tendria que hacer algo muy concreto.
Gentzen prob6 que ese programa existe si AP es contradictoria. Si no, el programa “esta
cojo”, tenemos un algoritmo, pero le falta un input para que pueda funcionar.

Uno podria plantearse si no sucedera como con 2+ 2 = 4, que el argumento que lo prueba
en ZF es véalido intuitivamente, con lo que se puede “extirpar” de la axiomatica para dar
lugar a un argumento convincente que no dependa de los axiomas en concreto de ZF, sino
de hechos intuitivamente justificables.

No parece un buen camino. La prueba en ZF se basa en las propiedades de los ordinales
conjuntistas, y los ordinales conjuntistas son precisamente la fuente de una de las para-
dojas a las que tuvieron que enfrentarse los matematicos de principios del siglo XX que
creian que podian hablar de cosas tan abstractas sin el marco y las limitaciones que im-
pone una teoria axioméatica formal. En cualquier caso, no voy a discutir esa via porque
nos llevaria a los tecnicismos de la construccion de los ordinales en ZF y de su relacion
con los axiomas. Una muestra de que no es algo trivial es que en la teoria Z de Zermelo
(que sélo tiene un axioma menos, el axioma del reemplazo, y que basta para fundamentar
casi toda la matematica cldsica) no se puede construir siquiera el ordinal w - 2. Asi que,
construir los ordinales en una teoria de conjuntos, incluso €y, es “droga dura”.

Dedicaré el mensaje siguiente a empezar a exponer los argumentos en favor de la buena
ordenacién de ¢ (de los ordinales que hemos definido aqui), pero antes merece la pena
observar nuestro problema desde un dngulo distinto:

¢ Es valida la induccion hasta eq? Es decir, si, bajo la hipotesis de que todos los ordinales
p < « cumplen una propiedad P(f3), demostramos P(«), spodemos asequrar que todos

los ordinales cumplen dicha propiedad?

Esto es equivalente a la no existencia de sucesiones decrecientes de ordinales.
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Efectivamente, si tienes una sucesion decreciente de ordinales, no se cumple la induccion
respecto de la propiedad P(a) = “a no aparece en la sucesiéon”, pues si todos los ordinales
menores que « No aparecen en la sucesion, seguro que « tampoco aparece, y no por ello

podemos concluir que ningin ordinal aparece en la sucesion.

Reciprocamente, si no hay sucesiones decrecientes de ordinales, se cumple el principio
de induccion, pues si supones que si todo ordinal menor que a cumple P, también «
cumple P, es necesario que todos los ordinales cumplan P, ya que si hubiera un ag que
no cumpliera P, por la hipdtesis tendria que haber otro a; < oy que tampoco cumpliera
P, y asi podriamos continuar construyendo una sucesion de ordinales que no cumplen P.

El resultado de Gentzen se puede formular equivalentemente en términos de induccion
hasta €y. Para ello consideramos, concretamente, la propiedad

P(a) = a no es el ordinal asociado a la prueba de una contradiccién en AP.

Gentzen demostrd que si un ordinal no cumple P(«), es decir, si se trata del ordinal
asociado a una prueba de una contradiccion en AP, entonces existe otro ordinal f < «
que tampoco cumple P() (hay una prueba de una contradiccién con ordinal menor).
Dicho al revés: si todos los ordinales 8 < « cumplen P(3), podemos asegurar P(«).

Si es valido el principio de induccién que acabo de enunciar, de aqui se puede deducir que
todos los ordinales cumplen P(«), es decir, que ninguno esta asociado a la prueba de una
contradiccién en AP, luego no existe tal prueba (toda prueba tiene un ordinal asociado)
y AP es consistente.

La ventaja de este enfoque es que este principio de induccién puede formalizarse en AP.
Todas las definiciones que hemos dado en este hilo son puramente aritméticas y son
formalizables en AP. Igual que podemos definir aritméticamente la propiedad “n es un
ntmero primo”, también podemos definir n € E, y del mismo modo que podemos definir
“m divide a n”, podemos definir & < S. Por lo tanto, para cada propiedad expresable
aritméticamente ¢ (), podemos formular este principio de induccién:

¢ —IND(¢y) =Va e E (VB € E(B < a—=¢(B)) = ¢(a)) — Ya € E ¢(a). (6)

Ahi afirmamos lo que habiamos planteado antes en azul:
Si bajo el supuesto de que todo < a cumple ¢(3) podemos probar ¢(«), esto garantiza
que todo ordinal cumple ¢(«).

Este principio puede enunciarse, pero no demostrarse en AP, y la razén es que todo el
argumento de Gentzen es formalizable en AP. En AP se puede demostrar que la sentencia
¢»—IND(eg) (para una férmula concreta ¢(«), la que afirma que « no es el ordinal asociado
a una prueba de una contradiccién en AP) implica que AP es consistente, y los teoremas
de Godel implican que no es posible demostrar la consistencia de AP en AP.

Por lo tanto, tenemos dos enunciados equivalentes:

(BO)  No existen sucesiones estrictamente decrecientes de ordinales.

y

IND(¢y)  La induccion hasta €q es valida, es decir, que si, bajo la hipdtesis de que todo
ordinal menor que « cumple una propiedad, podemos probar que « también la cumple,
podemos estar seguros de que todos los ordinales la cumplen.

37



No necesitamos considerar propiedades arbitrarias (con toda la vaguedad que ello conlle-
va), sino que a efectos de lo que nos ocupa basta considerar una propiedad en concreto:

La de no ser el ordinal de la prueba de una contradiccién en AP, que se corresponde con
la no existencia de sucesiones decrecientes de ordinales de pruebas de contradicciones en
AP (y estas afirmaciones son formalizables en AP, e incluso en teorias mucho més débiles,
porque estamos hablando de conceptos recursivos, calculables por ordenadores, y no de
afirmaciones aritméticas arbitrarias).

La finalidad principal de los mensajes anteriores es que estas propiedades no son abstrac-
ciones matematicas como si la hipétesis del continuo es verdadera o falsa, o incluso si es
verdad que existen conjuntos no medibles Lebesgue. Estos ordinales que hemos definido
son algo muy concreto que “cabe” en un ordenador, y cabe preguntarse si un ordenador
podria o no generar una sucesiéon decreciente de ordinales. O existe tal sucesiéon o no
existe, pero jpodemos razonar que no existe sin que nuestro razonamiento se apoye en el
postulado de que los axiomas de ZF son consistentes?

Ante todos estos razonamientos con ordinales, Hermann Weyl senalé que Gentzen habia
demostrado la consistencia de la inducciéon hasta w suponiendo la induccién hasta €.

Empezaremos a abordar este problema en el mensaje siguiente, pero, por si alguien quiere
ir meditando sobre ello, planteo los casos mas simples:

Si empezamos a construir una sucesién decreciente de ordinales y el primero ag es un
nimero natural, seguro que la sucesion llegara a 0 en un niimero finito de pasos. Si empiezo
en ag = 4, lo mas que puedo retrasar lo inevitable es haciendo 4 > 3 = 2 > 1 > 0. Puedo
llegar a 0 en menos de cuatro pasos, pero no en mas.

Supongamos ahora que empezamos en un ordinal infinito ay < w - 2. Hemos visto (en
(S2)) que o es, a lo sumo, de la forma ay = w + n, donde n es un ordinal finito. Si, por
ejemplo, ay = w + 4, aunque descendamos a paso de pulga, lo mas lento que podemos
hacer es

wH+d>=w+3>w+2>w+1>w

y en cuanto (inevitablemente) hemos llegado a w, yendo a pasitos pequenos, el paso
siguiente es necesariamente un paso de gigante, y hemos de pasar a un ordinal finito.
Podemos elegir el 4, o el 4000 o 101°%°, pero en cuanto hayamos dado ese paso, estaremos
a un numero finito de pasos del 0, y llegaremos a 0 en un nimero finito de pasos.

Por lo tanto, si empezamos en w + 4 (o en cualquier w + n), es seguro que en un nimero
finito de pasos llegaremos a w y, en cuanto demos el paso siguiente, “tendremos los pasos
contados” para llegar a 0.

Hemos probado que no puede haber sucesiones decrecientes de ordinales que empiecen en
un ordinal cvg < w-2, y eso no depende de ningiin axioma de ZF. Cualquiera que entienda lo
que son los ordinales (que hemos definido aqui) entiende que es absolutamente imposible
—caiga la consistencia de la teoria que caiga— construir una sucesion decreciente de
ordinales que empiece en oy < w -2 y que no llegue a 0 en un nimero finito de pasos.
Dicho ntimero no puede ser acotado a priori, porque todo dependerd de dénde aterricemos
cuando pasemos w, pero sera necesariamente finito.
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Seguro que el lector se convence de que lo mismo vale si partimos de ay < w - 3. La
cuestion es: ;hasta que altura podemos razonar que si empezamos desde ahi llegaremos a
07 ; podemos ir ascendiendo hasta asegurar que no importa lo alto que empecemos siempre
caeremos hasta 0 o llega un punto en el que ya no esta claro que pasa? Lo analizaremos
en el mensaje siguiente.

Link al post original: ; Fstan los ordinales bien ordenados?

9. Ordinales accesibles

Entramos ya en el problema de convencernos (si es posible) de que no existen sucesiones
decrecientes de ordinales.

Aun a riesgo de resultar repetitivo, quiero insistir en que se trata de un problema bien
planteado, en el mismo sentido que lo estd un problema de ajedrez del tipo: juegan blancas
y ganan. O bien es cierto y las blancas tienen una estrategia que les permite ganar hagan
lo que hagan las negras, o no es asi, pero no vale decir “si suponemos estos axiomas ganan
las blancas, y si no, no lo sé”. Una vez fijadas las reglas del ajedrez, o las blancas tienen
una estrategia ganadora o no la tienen, pero no hay medias tintas.

Igualmente, una vez hemos definido lo que son los ordinales y su relacion de orden, o es
posible programar un ordenador para que genere una sucesion decreciente de ordinales
(que no acabe nunca) o es imposible. No vale decir “suponiendo estos axiomas si, y si
no, no sé”. Si uno se plantea si existen conjuntos no medibles Lebesgue, la respuesta si
que depende de si adoptamos unos axiomas u otros, pero aqui estamos hablando de si un
ordenador puede o no puede hacer algo, y ahi no caben respuestas relativas a axiomas.

Conviene introducir la definicién siguiente:

Un ordinal « es accesible si no existen sucesiones estrictamente decrecientes de ordinales
menores que .

En estos términos, queremos probar que todo ordinal es accesible, pero esta definicién nos
permite ascender poco a poco, tratando de probar que ordinales cada vez mayores son
accesibles.

Observemos que, trivialmente, si un ordinal es accesible, lo son todos los menores que él.

Recordemos ahora que hemos probado que la sucesion

w

w =w < w® =w? <Ww® = <.

no esta acotada, sino que todo ordinal es menor que uno de éstos, luego basta probar que
todos los ordinales w™ son accesibles.

Obviamente, w es accesible. Si un ordenador empieza a enumerar ordinales hacia abajo
empezando en un ordinal finito oy < w, es seguro que llegard a 0 en un nimero finito
de pasos. Concretamente, si empieza con oy = 10, llegarda a 0 a lo sumo en 10 pasos, y
si empieza en 10197 a lo sumo en 10'°%° pasos, pero es inconcebible que un ordenador
imprima un nimero natural y siga hacia abajo y no llegue nunca a 0.

Mas aun, en el mensaje anterior probamos que w - 2 es accesible, porque si empezamos
en un ordinal de la forma w + k, tras un nimero finito de pasos tendremos que llegar (o
rebasar) w y luego, tras otro nimero finito de pasos, llegaremos a 0.

39


https://foro.rinconmatematico.com/index.php?topic=123549.msg500376#msg500376

Mas en general, podemos probar lo siguiente:
(A1) Si ay B son ordinales accesibles, también lo es « + 5.

En efecto, supongamos que existiera una sucesién decreciente:

a+p=ap>=a>=ay-ag>---

No podria ser ay < «, porque eso contradiria que « es accesible. Asi pues, tendria que ser
a=a<a+p.

. Podria ocurrir que todos los términos de la sucesion cumplieran o < «,, < v + 57

Vamos a ver que esto es imposible. Para ello usamos que, por (S3), cada «, podria
expresarse entonces como o, = o + 3, < a + . Tenemos, pues, que

a+pB=a+fo-a+pr=a+ [y =

y, por (S5), esto implica que
B 0> 0r>=---,
lo que contradice la accesibilidad de .

Por consiguiente, tiene que haber un n tal que a,, < o, y entonces la sucesion

Q> Oy ™ Qpy1 = Qpyg >

contradice la accesibilidad de a.

En resumen: una sucesién decreciente que empiece en un ordinal menor que « + 3 tiene
que rebasar « tras un nimero finito de pasos (por la accesibilidad de ) y luego tiene que
llegar a 0 en otro nimero finito de pasos (por la accesibilidad de «).

Por consiguiente, el hecho de que w sea accesible implica inmediatamente la accesibilidad
de
wHw=w-2<w-24w=w-3<w-dwtw=w-4<---

Maés precisamente, lo que hemos visto es que una sucesion decreciente que empiece en un
ordinal, digamos, menor que w - 5, tiene que rebasar w - 4 en un ntimero finito de pasos,
y luego rebasara w - 3 en un numero finito de pasos, y asi hasta rebasar w y finalmente
llegar a 0.

Ahora conviene probar otro principio general:
(A2) Si X es el supremo de una sucesién creciente
0g <01 <09 < -+ <A
de ordinales accesibles, entonces A también es accesible.

Esto es trivial: si una sucesién decreciente empieza en un oy < A, por definicién de
supremo existira un n tal que oy < 9, luego en realidad seria

Op = Qg = Qi = Qig = -+,
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lo cual contradiria la accesibilidad de 9,,.

Por ejemplo, hemos visto que w? es el supremo de la sucesién

W=w-2<w-3<w-4=<-<w

y como hemos razonado que todos los ordinales w - n son accesibles, podemos concluir que
w? también lo es. Explititamente, una sucesién decreciente que empezara en un ordinal
ap < w?, cumplirfa de hecho que ay < w - n, para cierto n, y ya hemos razonado que eso
es imposible.

Mas en general, ahora podemos probar:
(A3) Si « es accesible, también lo es « - w.

En efecto, segiin hemos razonado, seran accesibles los ordinales

a<ata=a-2<a-24+a=a-3<--<a-w,

Los primeros por la accesibilidad de la suma de ordinales y el ultimo por ser supremo de
ordinales accesibles (es supremo por (P2)).

Por lo tanto, podemos asegurar la accesibilidad de la sucesion
w<w<w<wt <

y la de su supremo, w* = w® (lo es por (E1)).
Si vamos multiplicando w“ por w muchas veces, obtenemos la sucesion de ordinales acce-

sibles
ww < ww—H =< ww+2 =< ww+3 < ...

y el supremo de esta sucesién es w*? (de nuevo, por (E1)).

Si ahora vamos multiplicando este ordinal por w vamos obteniendo la accesibilidad de

w-2+1 w242 -3

w? < w < w < WP <
y es claro entonces que, de este modo, podemos ir probando la accesibilidad de todos los
ordinales

. . . . 2
W < Wt <t Wt < =W

donde w*” es el supremo de la sucesién por (P2) y (E1).
Si no desfallecemos y seguimos multiplicando por w, obtenemos la accesibilidad de
2

2 2 2 2
W < wT < g g e

Todo esto es prometedor, pues cada vez estamos mas arriba, pero asi no vamos a acabar
nunca, a menos que encontremos un patron general en los argumentos que estamos dando.

Para empezar, podemos razonar que, del mismo modo que hemos pasado de la accesibi-
lidad de w* a la de w*” a base de multiplicar por w (sumando 1 al exponente) y tomar
supremos, exactamente el mismo argumento nos permite pasar de la accesibilidad de w*”
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2,2 2. . .
ala de w ™ = w* 2 y no es necesario que repitamos todo el proceso de nuevo. El

mismo bloque de razonamientos nos permite ir probando la accesibilidad de
W < w2 W g w0t =
Pero el mismo bloque de pasos que nos ha permitido pasar de la accesibilidad de w a la de
w3 . w3 . w3,2 . . .
w*", aplicado ahora a w*", nos permite pasar a la de w* “, y aplicando sistematicamente
dicho bloque de pasos llegamos a la accesibilidad de
w3-4 wt

W’ < w2t W L < w

Si admitimos que sabemos razonar la accesibilidad de todos los ordinales de la forma
w’ < W < < <

entonces, por ser w*”’ = w® el supremo de dicha sucesiéon (una vez mas, por (P2) y
(E1)), obtendriamos la accesibilidad de w®).

Y en este punto uno se plantea si seria legitimo concluir con un “y asi sucesivamente”.

Gentzen consideraba que si:

Cita de Gentzen

Podemos, por ejemplo, visualizar los casos iniciales con caracteristicas 1, 2, 3 con
detalle. A medida que la caracteristica crece, no se anade nada basicamente nuevo,
el método de progresion es siempre el mismo. Desde luego, hay que admitir que
la complejidad de los infinitos miltiplemente anidados que hay que recorrer crece
considerablemente; este recorrido debe considerarse siempre como potencial [...] La
dificultad reside en que, aunque el sentido finitista preciso de “recorrer” los ordinales
es razonablemente claro en los casos iniciales, se vuelve de tal complejidad en el caso
general que apenas es remotamente visualizable.

\

Pero Godel no estuvo de acuerdo:

Cita de Godel

La situacion, a grandes rasgos, puede ser descrita como sigue:

La induccién transfinita hasta €, podria probarse finitistamente si y solo si la con-
sistencia de la teoria de niimeros pudiera probarse finitistamente. Por otra parte, la
validez de esta induccion no puede hacerse inmediatamente evidente, como sucede,
por ejemplo, en el caso de w?. Es decir, uno no puede captar de un vistazo las di-
versas posibilidades estructurales que existen para las sucesiones decrecientes y no
existe, por lo tanto, un conocimiento concreto inmediato de la terminacién de cada
una de dichas sucesiones. Pero, mas atin, tal conocimiento concreto (en el sentido
de Hilbert) no puede alcanzarse a través de una transicién gradual de ordinales
menores a otros mayores, porque los pasos concretamente evidentes, como a +— o
son tan pequefnios que tendrian que repetirse €y veces para llegar hasta .

\

La cuestion sobre la que el lector deberia meditar es si lo dicho le convence de que no hay
sucesiones decrecientes de ordinales, o si no, en caso de que esto no le parezca concluyente,
se le ocurre un razonamiento alternativo que lo sea.

Link al post original: Ordinales accesibles
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10. Un acertijo metamatematico

En este mensaje “demostraré” que la aritmética de Peano es contradictoria.
Obviamente, la prueba tiene trampa. Me basaré en un argumento de Gentzen.
Probaremos que todo ordinal es accesible demostrando el principio de induccién hasta €:

Si, suponiendo que todo ordinal 8 < « cumple una propiedad P(f) podemos razonar que
también se cumple P(«), entonces podemos concluir que todo ordinal cumple P(«).

Si admitimos esto, tomando P(a) = “« es accesible”, podemos concluir que todo ordinal es
accesible, pues es inmediato que si todos ordinales menores que « son accesibles, entonces
« también lo es.

Notemos que, si la propiedad P(«) puede definirse aritméticamente (recordemos que los
ordinales no son méas que nimeros naturales, luego P(«) podria ser cualquier propiedad
del estilo “a es multiplo de 5” etc.) este principio de induccién puede formalizarse en el
lenguaje de la aritmética mediante la féormula dada en (6):

P —1IND(eg) =Va € E(V5 € E(f < a — P(8)) = P(a)) = Va € E P(«).
Para probar esto definimos dos propiedades a partir de P(«):

» P*(«) significard que todos los ordinales < « tienen la propiedad P(f).
Formalmente:

P*a) =VB € E(B = a— P(B)).

= A su vez, P'(n) significard que si un ordinal o cumple P*(«), entonces también se
cumple P*(a + w").
Formalmente:
P'(n) =Va € E(P*(a) = P*(a+w")).

En primer lugar vamos a demostrar:

Va € E(VB € E(B < a — P(B)) — P(a)) — ¥y € E(¥6 € E(6 <1 — P'(6)) = P'(n)).
(7)

Informalmente: Vamos a ver que si, bajo el supuesto de que todos los ordinales menores
que « cumplen P, podemos probar que también o cumple P, entonces también podemos

asegurar que si todos los ordinales menores que o cumplen P’, necesariamente o cumple
P’

Suponemos, pues, que se cumple

Va € E(VB € E(B < a — P(8)) — P(a)) (8)

y vamos a probar en primer lugar que esto implica

Va € E(V8 € E(8 < a — P*(8)) — P*(a)). 9)

Para ello fijamos a € E y suponemos que V3 € E(f < a — P*(3)).
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De la propia definicién de P* se sigue que P*(3) — P(3), luego tenemos

VB e E(B < a— P(p)). (10)

Ahora, aplicando (8) concluimos P(«), y uniendo esto a (10) llegamos a que
VB e E(f = a— P(B)), que es P*(a), por definicién. Con esto tenemos probado (9).

Nuestro objetivo es probar
Vne E(Vo € E(6 <n— P'()) = P'(n)). (11)
Asi que fijamos n € E tal que

Vo € E(6 <n— P'(0)), (12)

y tenemos que probar P’(n). Para ello fijamos un ordinal «, suponemos P*(«) y tenemos
que probar P*(a + w").

Distinguimos tres casos, segiin si n = 0, 77 es un ordinal sucesor o bien es un ordinal limite.

1) Sin =0 tenemos que probar P*(«a + 1), pero la hipé6tesis P*(«) equivale a que
VB e E(f <a+1— P(B)),y entonces podemos aplicar (8) para obtener P(a+ 1),
que junto a P*(«) nos da P*(a + 1), como querfamos.

2) Supongamos ahora que n = 0 + 1 para algin ordinal §, y entonces tenemos que
probar P*(a + w®*1) y, por (9), basta probar a su vez

VB e E(B <a+w - -w— P*p)). (13)

Ahora bien, por (S2), a+w’-w es el supremo de los ordinales o+ con v < w’ - w,
luego si B < a+w®-w, entonces existe un v < w’-w tal que f < a+~. Usando ahora
(P2), existe un k < w tal que v < w’ -k, luego en total (usando (S5)) 8 < a+w’ k.

Esto hace que baste con demostrar:

Vk € B(k <w — P*(a+uw’ -k)). (14)

En efecto, admitiendo (14), para probar (13) basta observar que si 3 < a + w’ - w
existe un k tal que 8 < a + w’ - k, luego por (14) se cumple P*(a + w? - k), luego
también P*(f), por la definicién de P*, y asi tenemos (13).

Demostramos (14) por induccién sobre k.
Para k = 0 hay que probar P*(«), que se cumple por hipétesis.

Suponemos P*(a+w? - k) y, como § < 1, por (12) tenemos P'(§) que, por definicién
de P’, implica
Pa4w k)= P(a+w’ - k+wd)

y lo segundo es precisamente P*(a+ w°® - (k + 1)), lo que completa la induccién, la
prueba de (14) y, por lo tanto, la de (13).
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3) Falta el caso en que 1 es un ordinal limite.

Para probar P*(« + w”) tomamos 8 < a + w", con lo que existe (por (S2)) un
v < w tal que B < o+ y asuvez (por (E1)) existe un § < 7 tal que v < w° vy,
por (S5), B < a+w°.

Por (12) tenemos P'(§), y por definicién de P’ tenemos que P*(a) — P*(a + w?),
pero estamos suponiendo P*(«), luego tenemos P*(a + w®) y, por definicién de P*,
también P*(f3).

Esto prueba que
VB € E(B <a+w"— P(B)),

y por (9) concluimos P*(a + w").

Esto termina la prueba de (7).

Recordemos que

Con esto es facil probar que, si se cumple P(0), entonces se cumple

Va € BE(a = w™ = P'(a)) = Va € BE(a < w™Y - P(a)) (15)

Informalmente: Si todos los ordinales menores o iguales que w™ cumplen P’, entonces los
ordinales hasta w™*? cumplen P.

En efecto, suponemos que Ya € E(a < w™ — P'(a)), con lo que en particular tenemos
P'(w™), es decir

Va € E(P*(a) = P*(a +w™)).
Luego tomando o = 0 (puesto que P*(0) es lo mismo que P(0)) llegamos a P*(w™ V),
que es, precisamente, Vo € F(a < w1 — P(a)).

Con esto ya podemos probar facilmente el principio de induccién. Para ello observemos
que hemos razonado con una propiedad arbitraria P, pero todo lo que hemos hecho con P
vale en particular para la propiedad P’, es decir, que tiene sentido considerar la propiedad
P e igualmente podemos considerar P"” P" etc.

Supongamos
Va e E(VB € E(f <a— P(B)) = P(a))

y tenemos que probar que todo ordinal cumple P(«).

Para ello, dado un ordinal a, sabemos que existe un n tal que a < w™, luego basta probar
que todo ordinal menor que w™ cumple P(a). Por ejemplo, si a < w®, podemos razonar
asi:

Aplicando repetidamente (7), tenemos:

Vo€ E(V3 € E(8 < a— P(B8)) — P(a))
Va € E(VB € E(B < a — P'(8)) = P'(a))
Vae E(VB € E(B < a— P'(8)) = P"(a))
Va e E(VG € E(3 < a — P"(8)) = P"(x))
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En particular, tenemos P(0), P'(0), P”(0), P"(0) (pues los antecedentes de las implica-
ciones anteriores para o« = 0 se cumplen trivialmente). Mas aun, la ultima implicacién
nos permite probar por inducciéon que V5 € E(5 < w — P"(f)), de donde, a su vez, esa
misma implicacién nos lleva a P"”(w), luego en total tenemos que

Vo € E(a <= w® = P"(a)).

Ahora podemos aplicar repetidamente (15) (ya que contamos con P”(0), P'(0), P(0)), lo
que nos da

Va € E(a < w® = P"(a))
Va € E(a <= w® = P'(a))
Va € B(a = w® = P(a)).

Asi hemos probado que todo ordinal o < w™® cumple P(«a). Hemos supuesto n = 4, pero
es claro que el argumento vale igualmente para cualquier n, sin mas que aplicar las veces
que haga falta (7) y luego (15). Por lo tanto, hemos probado que Ya € E P(«).

Esto demuestra el principio de inducciéon hasta €y con un argumento que cualquier finitista
radical denunciara que “en realidad” es pura légica formal, es decir, que no hemos hecho
ni mas ni menos que lo que hace cualquier matematico cuando razona en ZF.

De hecho, podemos decir mas. Supongamos que partimos de una propiedad aritmética P,
es decir, una propiedad de los nimeros naturales definible a partir de la aritmética elemen-
tal y, por lo tanto, definible en la aritmética de Peano. Las propiedades P’, P”, P" etc.,
son entonces propiedades aritméticas (porque se definen a partir de P y de la aritmética
ordinal, pero toda la aritmética ordinal se define a partir de la aritmética elemental de
los niimeros naturales, segiin hemos visto en los mensajes anteriores), y en todo el argu-
mento no hemos usado ninguna propiedad “extrana” de los nimeros naturales que no sea
demostrable en AP. Entonces, ;hemos demostrado el principio de induccién P — IND(ep)
en AP (para propiedades aritméticas)?

Si es asi, tenemos un problema, porque Gentzen demostré que, para cierta propiedad
aritmética P (la que expresa que « no es el ordinal asociado a la prueba de una contra-
diccion en AP), el principio P — IND(¢y) implica la consistencia de AP, luego si hemos
demostrado P — IND(eg) en AP resulta que la consistencia de AP es demostrable en AP,
y el segundo teorema de incompletitud de Goédel implica entonces que la aritmética de
Peano es contradictoria.

Que en AP se puede demostrar que P — IND(¢g) implica la consistencia de AP es un
hecho muy técnico que aqui no podemos discutir pero que aceptan undnimemente cuantos
entienden el asunto. Doy mi palabra de honor de que ahi no hay trampa (conocida por la
comunidad matemética). Y lo mismo vale para el teorema de incompletitud de Gédel.

La cuestion es si la demostracion que acabamos de ver del principio de induccion es
formalizable en AP o no, es decir, si hemos usado en algiin momento algo que no pueda
demostrarse a partir de los axiomas de Peano. Y la respuesta no es nada técnico, no
hay que ir a los mensajes anteriores a ver si hay algo que hayamos probado usando algo
sospechoso, sino que el fallo estd aqui mismo, bien a la vista, y no es sino un ejemplo més
del eterno problema de la mateméatica formal.

Link al post original: Un acertijo metamatematico
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11. Una demostracion infinitamente larga

Bien, Eparoh ha resuelto el enigma en el hilo de comentarios.

Todo el argumento anterior es formalizable en la aritmética de Peano excepto la tltima
parte. Mas precisamente, del mismo modo que los matematicos demuestran teoremas “en
ZFC” sin mencionar ZFC, e incluso en muchas ocasiones sin saber siquiera qué es ZFC,
todo lo anterior puede verse como una demostracién en AP de las afirmaciones (supuesto
que P sea una propiedad aritmética):

P —IND(wW):Va € E(VB € E(B < a — P(B)) = P(a)) = Ya € E(a < w® = P(a))
P —IND(w?):Ya € E(VB € E(B <a — P(B)) = P(a)) = Ya € E(a <w® —= P(a))
P —IND(w®):Ya € E(VB € E(B <a — P(B)) = P(a)) = Ya € E(a < w® = P(a))
P —IND(w®):Ya e E(V8 € E(B <a — P(B)) = P(a)) = Ya € E(a < w® = P(a))

En otras palabras, hemos demostrado (y en AP podemos demostrar) que la induccién
hasta w(® es vélida, que la induccién hasta w® es valida, que la induccién hasta w® es
valida, etc., pero NO es posible demostrar en AP (admitiendo que es consistente) que la
induccién hasta ¢g es valida.

Si pudiéramos demostrar en AP que la induccién hasta eq es valida, podriamos probar en
AP que AP es consistente, y Godel nos daria automaticamente la demostraciéon de una
contradiccion en AP.

Con més detalle. El argumento anterior nos da una demostracién de P — IND(w®) en la
que se usa la propiedad P y la propiedad P’ definida a partir de ella, y en la que se usan
una vez las afirmaciones (7) y (15).

Por otra parte, el argumento del mensaje anterior nos da también una demostracion de
P — IND(w®) que es mas compleja, porque usa las propiedades P, P', P” y més larga,
porque requiere usar dos veces las propiedades (7) y (15).

Y el mismo argumento nos da una demostraciéon de P — IND(w®) més compleja (usa
P, P’/ P" P")y mas larga (usa las propiedades (7) y (15) tres veces).

Y asi sucesivamente. Desde un punto de vista formal, el argumento anterior no es el esbozo
de una demostracion (en el mismo sentido en que las demostraciones que vienen en todos
los libros de matematicas son esbozos de demostraciones formales en ZFC), sino que es
un esquema que nos asegura que podemos construir una demostracion de

P —IND(w™) :Va € E(V3 € E(f < a = P(3)) = P(a)) = Va € E(a < w™ — P(a)),

paran =0,1,2,3...

Si nos dan n = 1000 sabemos como demostrar que la induccién transfinita vale hasta
w(1090) hero globalmente no tenemos una tnica demostracién, sino que sabemos construir
una demostracion para cada n, una demostracién que sera mas larga y compleja cuanto
mayor sea n, pero que sigue un sencillo patréon general.

Sin embargo, desde un punto de vista metamatematico (intuitivo), no falta nada por
demostrar. Esas infinitas demostraciones prueban que la induccion transfinita es valida
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para todo ordinal. Sabemos probar que es valida hasta w®), y hasta w®, y hasta w®,

etc. y, como todo ordinal es menor que uno de éstos, sabemos que la induccién transfinita
es valida para todos los ordinales (menores que ).

El formalista que crea que las demostraciones metamatemaéaticas son meras demostracio-
nes formales “disfrazadas”, aqui tiene un ejemplo sobre el que reflexionar: tenemos un
argumento intutivamente convincente que no es formalizable porque usa el ingrediente
intuitivo por excelencia, que los nimeros naturales son sélo el 0, el 1, el 2, el 3, etc.

Intuitivamente, si estamos seguros de que algo se puede demostrar para w"), y para w®,

y para w® | etc., podemos asegurar que eso se cumple para todos los w™ y, en este caso,
eso significa que eso se cumple para todos los ordinales. Sin embargo, formalmente, NO
tenemos una prueba para todos los ordinales, es decir, una prueba de

Vn P — IND(w™),

sino un esquema que nos garantiza cémo construir infinitas pruebas, una para cada nimero
natural. Formalmente no es lo mismo, intuitivamente si.

Decia en el primer mensaje que demostrar la induccion transfinita en ZF es hacer el ridiculo
(si lo que pretendemos es probar la consistencia de AP), porque la consistencia de AP es
trivial como teorema de ZF, y lo que interesa es una prueba que no dependa de ZF. La
prueba que hemos dado en el mensaje anterior es, ciertamente, independiente de ZF, en
el sentido de que no dejaria de ser concluyente aunque ZF resultara ser contradictorio.
Pero, de cara a probar la consistencia de AP, no deja de ser un tanto ridicula:

Aunque el final de la prueba trasciende a AP, lo cierto es que el argumento principal no es
mas que un razonamiento en AP. Quiero decir que cualquiera que lo acepte como valido,
tacitamente estd aceptando que razonar en AP es fiable (y en particular, consistente),
luego en esencia estamos demostrando la consistencia de AP fidndonos de AP.

Claro que es dificil precisar qué significaria demostrar la consistencia de AP sin fiarse de
AP. Una de las razones por las que la teoria de Gentzen suscita perplejidad es porque es
dificil conceder que demuestre realmente algo, ya que uno tiende a acabar convencido de
que le estan demostrando lo que ya sabe que es cierto, con lo que es dificil juzgar si el
argumento es concluyente.

Esto no quita para que la relacion entre la consistencia, los ordinales y la induccion sea
muy interesante, pero, si realmente queremos un argumento para la consistencia de AP
que sea “mas concreto”, “mas finitista”, “mas a prueba de escépticos de la intuicién”, mas
qué sé yo... No parece que con este argumento hayamos descendido nada en evidencia
o conclusividad que el mero argumento basado en que existen los niimeros naturales y
cumplen los axiomas de AP, por lo que éstos no pueden probar mentiras sobre niimeros
naturales.

Quiza un argumento como el de la secciéon anterior seria mas aceptable en esa linea, pero
con el dado alli tal cual se plantea la duda de si realmente se esta concluyendo algo o si
es un mero “repugna a la naturaleza de una recta”.

En el mensaje siguiente daré la demostracion de Takeuti que habia prometido.

Link al post original: Una demostracion infinitamente larga
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12. EIl argumento de Takeuti

Expongo ahora el argumento de Takeuti sobre la buena ordenacion de los ordinales (me-
nores que €p). Se basa en esta definicion:

Diremos que un ordinal es 1-accesible si es accesible. De forma recursiva, supuesto definido
lo que es un ordinal n-accesible, diremos que un ordinal « es n 4 1-accesible si cuando 3
es n-accesible, también lo es 3 - w®.

Ahora generalizamos dos hechos que hemos probado para ordinales accesibles.

(A4) Sidy < 6; < --- es una sucesion estrictamente creciente de ordinales n-accesibles
que tiene a A\ por supremo, entonces A también es n-accesible.

En (A2) probamos el caso para n = 1, luego supongamos que es cierta para n y veamos
que también vale para n + 1.

Para ello partimos de una sucesion creciente de ordinales n + 1-accesibles y sea 3 otro
ordinal n-accesible (que podemos suponer no nulo). Entonces, por definicién de la

n + l-accesibilidad, cada ordinal 3 - w® es n-accesible. Ahora bien, es facil ver (se deja
como ejercicio) que la sucesion

ﬁ.w50_<6.w61_<...

tiene supremo /3 - w?, luego por hipétesis de induccién es n-accesible, y esto prueba la
n + l-accesibilidad de A.

(A5) Si a es n-accesible, también lo es a - w.

El caso para n = 1 estd probado en (A3).

Supuesta cierta para n, tomamos un ordinal n+1-accesible a y otro n-accesible 5. Tenemos
que probar que - w®¥ es n-accesible. Pero este ordinal es el supremo de la sucesion

Brw*<Bw<Bw <

luego, por (A4), basta probar que cada -w®* es n-accesible, pero 3-w** = B-w*- .- w®,
y basta usar k veces la accesibilidad de a.

Como consecuencia inmediata:
(A6) El ordinal 1 es n-accesible para todo nimero natural n > 1.

En efecto, sabemos que (trivialmente) 1 es l-accesible y, si § es un ordinal n-accesible,
entonces 3 - w' es n-accesible por (A5), y esto significa, por definicién, que 1 es
n + l-accesible.

Con esto ya es facil probar que todos los ordinales w(™ son accesibles. Por ejemplo, para
n = b razonamos asi:

1. Segtin acabamos de probar, 1 es 6-accesible.

2. Como 1 también es 5-accesible, por definicién w = 1 - w! es 5-accesible.
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3. Como 1 es 4-accesible, por definicién w® =1 -w* e 4-accesible.

4. Como 1 es 3-accesible, por definiciéon w® =1 - w*® es 3-accesible.

5. Como 1 es 2-accesible, por definicién w® =1 - W es 2-accesible.

6. Como 1 es l-accesible, por definicién w® =1 - w” es 1-accesible.

La pregunta filoséfica es:

. Es esto una demostracion finitista? ;Sirve este argumento (junto con la prueba de Gen-
tzen) para que alguien se convenza de que la aritmética de Peano es consistente?

Link al post original: El argumento de Takeuti

13. Ordinales menores que ¢

No cabe duda de que el argumento de Gentzen tiene interés por varios motivos.

Por una parte, nos proporciona un ejemplo sencillo de afirnaciéon sencilla sobre los niime-
ros naturales (la buena ordenacién de los ordinales o, equivalentemente, el principio de
induccién hasta €) que, aunque cualquiera deberia aceptar que es cierto, no es demostra-
ble a partir de los axiomas de Peano, lo que pone en evidencia que sabemos mas cosas
sobre los niimeros naturales que lo que afirman estos axiomas.

Esto ya podria dar que pensar a algunos formalistas radicales, pero lo mas importante
—o0, al menos, la razén por la que me propuse escribir este hilo— es que la prueba de la
validez de la induccién hasta €y, por mucho que se parezca a una demostraciéon formal
tipica (expuesta con el nivel de informalidad propio de todos los textos matematicos)
y por mucho que —por supuesto— se pueda considerar como una demostraciéon formal
tipica en ZF, el caso es que considerarla como tal la desvirtiia por completo, en cuanto a
que, si aporta algo, es precisamente como argumento informal, independiente de cualquier
teoria axiomatica, pues es la hipotesis de una prueba de la consistencia de AP que sélo
tiene valor en la medida en que no dependa de la consistencia de ZF, pues es trivial que
la consistencia de ZF implica la de AP.

Por ello un formalista radical deberia plantearse que el hecho de que todo argumento
metamatematico “convincente” sea formalizable en ZF y que, por lo tanto, todo argu-
mento metamatematico convincente pueda presentarse bajo el aspecto de una demostra-
cién formal tipica no es razén para concluir que los razonamientos metamateméaticos son
razonamientos formales disfrazados, o algo asi.

Por otro lado, quienes consideran dudosa la evidencia de la buena ordenacion de los
numeros naturales, o del principio de induccién usual, pueden hacerse una idea del grado
de sofisticacién que puede necesitar un argumento metamatematico intuitivo, y cémo en
un momento dado es inevitable tener que recurrir a que los nimeros naturales son 0, 1,
2, 3 ... y ninguno mas, por lo que todo intento de evitar enfrentarse a este hecho no es
mas que un intento de posponer lo inevitable.

Para terminar de destacar aspectos de interés de la teoria de Gentzen cabe senalar que la
prueba de que la induccion hasta ey implica la consistencia de AP no sélo es formalizable en
AP, sino en una teoria formal mucho mas restrictiva, conocida como Aritmética Recursiva
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Primitiva, que puede decirse que formaliza el finitismo més estricto posible (sin entrar en
el ultrafinitismo, que niega la existencia de los nimeros muy grandes). La teoria ARP
sOlo permite demostrar teoremas que se prueben explicitamente sin hacer referencia mas
que a una cantidad finita de nimeros naturales. Una evidencia de su limitacién es que en
ARP no se puede demostrar siquiera la induccién hasta w - 2.

Asi pues, Gentzen separd toda la parte estrictamente finitista de la prueba de la consis-
tencia de AP de un tnico ingrediente no finitista: la induccién hasta €.

Como acabo de senialar (o mds bien, recordar, pues ya lo he dicho muchas veces), demostrar
la induccién hasta ey en ZF es pervertirla, convertirla en una trivialidad, pero el debate
filosofico que suscitan las demostraciones informales es justo el contrario: si al demostrar
informalmente la validez de la induccion hasta ey no estamos suponiendo ya la consistencia
de AP que en principio podriamos demostrar a partir de ella.

Por ejemplo, uno puede demostrar que existen rectas perpendiculares a partir de unos
axiomas razonables para la geometria euclidea, pero sin duda tal teorema serd tan evi-
dente o incluso méas que algunos de los axiomas. Nadie necesitard una demostracion a
partir de unos axiomas evidentes para convencerse de que es verdad que existen rectas
perpendiculares (otra cosa es que la axiomatizacién de la geometria sirva para lo que sirve,
pero no para convencer a alguien de algo obvio a partir de otras obviedades o incluso de
cosas menos obvias). Aqui pasa (o podria pasar) lo mismo: jexistird alguien que diga “yo
no estaba convencido de que AP era consistente hasta que no vi la prueba de Gentzen”?
Es poco probable, pero no porque el argumento de Gentzen no sea convincente, sino
porque es dificil encontrar a alguien que no esté convencido de antemano. Sobre eso se ha
escrito mucho. A poco que busquéis en Google encontraréis articulos al respecto.

Se trata de comparar el argumento de Gentzen con el obvio: AP tiene que ser consisten-
te porque sus axiomas son afirmaciones verdaderas sobre nimeros naturales, luego sus
teoremas también, luego nunca se podra demostrar a partir de ellos ninguna falsedad.

La cuestién es si este uso de los nimeros naturales como garantes de que en AP siempre
se dicen cosas verdaderas (no como en ZFC, que no podemos hacer referencia a ninguna
realidad clara que “esté ahi” y que nos permita decir que los axiomas de ZFC dicen cosas
verdaderas sobre esos objetos) es distinto del uso que estamos haciendo de los niimeros
naturales al hablar de ordinales y probar su buena ordenacion.

Por ejemplo, un posible argumento en favor de Gentzen seria que el argumento “directo”
por el que uno se convence de la consistencia de AP exige admitir que cualquier afirmacion
sobre ntimeros naturales, sea la que sea, tiene que ser verdadera o falsa en un cierto sentido
intuitivo, aunque en muchos casos sea imposible saber cudl es el caso. En cambio, el
argumento de Gentzen sélo requiere una parte estrictamente finitista que se formaliza con
afirmaciones muy limitadas en su significado, y de la prueba de la validez de la induccion
hasta €y que sblo requiere reconoceer que unas afirmaciones muy concretas sobre niimeros
naturales (no cualquier afirmacién en general) son verdaderas.

Aunque cabe senalar que digo “muy concretas” en el sentido de “unas afirmaciones deter-
minadas”, pero éstas son, en otro sentido de la palabra, bastante abstractas. Me refiero a
lo que, en términos de la prueba de Takeuti, se expresa como ordinales n-accesibles.
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En principio con esto termina lo que queria contar en este hilo, pero voy a prolongarlo un
poco mas relacionando lo que hemos visto con un problema famoso interesante.

Link al post original: Ordinales menores que ¢

14. Heércules y la Hidra

Como sabe todo el mundo que tiene Wikipedia a mano, Hércules matd a su esposa y
a sus hijos en un arrebato de locura que le provocé la diosa Hera (que no llevaba bien
que su marido Zeus hubiera engendrado a Hércules con otra mujer). Angustiado por su
crimen, Hércules consulté el oraculo de Delfos, que le dijo que para expiar su culpa tenia
que ponerse al servicio del rey Euristeo de Micenas, que le encomendé doce trabajos. El
segundo de ellos fue matar a la Hidra de Lerna, un monstruo con muchas cabezas (hasta
10.000, segtn las fuentes) que podia regenerar dos cabezas por cada una que le cortaban.
Pese a ello, Hércules se las arreglé para matar a la Hidra.

No obstante, aqui vamos a enfrentarlo a una Hidra mucho més peligrosa. No sabemos
cOmo es exactamente ni cuantas cabezas tiene, pero podria ser tal que asi:

8 7
5 4
3 2 1
0
Para un matematico, que ve las cosas mas esquematicamente, una hidra es un arbol con
una Unica raiz, que en la figura hemos numerado como 0, de la que puede salir un nimero
finito de nodos (en la figura tres, numerados como 1, 2, 3), de los cuales a su vez pueden
salir mas nodos, etc., pero sélo puede haber un ntimero finito de nodos en total. Los nodos

de los que no salen méas nodos son las cabezas de la hidra. La hidra de la figura tiene 5
cabezas.

No parece tan peligrosa como la Hidra de 10.000 cabezas a la que tuvo que enfrentarse
Hércules, pero su peligro se debe a que su capacidad de regenerar cabezas es muy superior.

Supongamos que Hércules decide atacar a la Hidra cortandole la cabeza numerada como
5 (con su “cuello” correspondiente, es decir, que quitamos la rama que une el nodo 1 con
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el 5). Nos fijamos entonces en la rama de la que salia el cuello amputado, es decir, la que
une la raiz 0 con el nodo 1. Dicha rama se duplica con todo lo que tiene sobre ella, con lo
que la Hidra pasa a tener este aspecto:

12 1 8 7

10 6 <

La copia de la rama 0-1 es la rama 0-9. Ahora la Hidra tiene 6 cabezas.

Pongamos que, en un segundo asalto, Hércules decide cortar la cabeza nimero 7. Nos
fijamos ahora en la rama 1-4 de la que salia dicha cabeza. Esta vez la Hidra no regenera
una copia de dicha arista y todo lo que hay sobre ella, sino DOS copias, y el resultado es:

12 11 16 14 8
10 6 15 13 4
9 3 2 1
0
Las copias de la rama 1-4 son las ramas 1-13 y 1-15, con lo que ahora la Hidra tiene 7
cabezas. Si en el tercer asalto Hércules le amputa la cabeza 8, la Hidra genera TRES

copias de la arista 1-4 y, si en el cuarto asalto Hércules corta la cabeza ntimero 4, la Hidra
regenera CUATRO copias de la arista 0-1, y el resultado es
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.
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NN/ N7 N TN
—

Ahora la Hidra tiene 29 cabezas.

Es crucial sefialar que si Hércules corta una cabeza que sale directamente de la raiz de
la Hidra, entonces no se produce regeneracion alguna. Por ejemplo, si en el quinto asalto
Hércules corta la cabeza niimero 2, la Hidra no sufrird mas cambio que la amputaciéon de
dicha cabeza (pero el contador de asaltos sigue avanzando y en el sexto asalto, si se corta
una cabeza que no salga de la raiz, la Hidra generara SEIS copias de la rama de la que
salia).

El problema que se plantea es si Hércules podra matar a la Hidra en un ntimero finito de
pasos, es decir, reducirla a su raiz, sin cabeza alguna. Naturalmente, esto puede depender
de la hidra inicial concreta a la que se enfrente o de la estrategia que siga para elegir qué
cabeza corta en cada momento.

Si yo fuera malévolo y despiadado, podria haber planteado este problema en la secciéon de
“propuestos por todos” a ver quién se anima a ayudar a Hércules derrotar a la Hidra (si
es que se puede). Pero lo he planteado en este hilo.

Es un sano ejercicio jugar un poco con las hidras, para lo cual conviene programarlas. Es
importante codificar las hidras de forma practica que permita subir y bajar por ellas con
facilidad. A continuacién pongo como lo he hecho yo con Python, por si le sirve a alguien
de guia para adaptarlo a su lenguaje favorito.

Salvo que alguien encuentre una forma mas practica, yo dirfa que lo mejor es codificar
una hidra como una sucesiéon de nodos. El nodo i-ésimo contiene dos datos: el indice del
nodo “padre” del cual sale y el conjunto de indices de los nodos “hijos” que salen de él.
Asi, si estamos en un nodo lo tenemos facil para bajar o para subir a los nodos siguientes.

Me ha parecido que seria mas eficiente computacionalmente llevar la cuenta redundante
del conjunto de indices correspondientes a cabezas, para no tener que calcularlas cada vez
que queremos elegir una para cortarla.

Por comodidad he definido una clase “nodo” que simplemente contiene la informacion del
nodo padre y del conjunto de nodos hijos, y la Hidra la he definido como un diccionario
que a cada indice le asigna un nodo:

class nodo:
def __init__(self, pdr, hjs = None):
if hjs == None:
hjs = set()
self .padre = pdr
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self .hijos = hjs
def __str__(self):
return("{}->{}".format (self.padre,self.hijos))
def __repr__(self):
return("nodo({},{})".format (self.padre,self.hijos))

Hidra = ({0:nodo(None)})
Cabezas = set() #Conjunto de indices de las cabezas
Puntero = 0 #Ultimo indice usadol[/code]

Este cédigo define la “Hidra muerta”:

{0: nodo(None,set())}

Consta de un tnico nodo 0 sin padre y con un conjunto vacio de hijos.

Para dotarla de cabezas uso las funciones siguientes:

def indice():
#Nuevo indice
global Puntero
Puntero += 1
return Puntero

def afiade(i,r = None):
#Afiade una cabeza que sale del nodo i con indice r
global Hidra
if r == None:
r = indice()
Hidral[r]l=nodo(i) #Afiadimos una cabeza de indice r.
Hidra[i] .hijos.add(r) #La incluimos entre los hijos de i.
Cabezas.add(r) #La incluimos en la lista de cabezas
if i in Cabezas: #Si i era una cabeza, deja de serlo.
Cabezas.discard (i)

La funcién indice() simplemente va generando ndmeros no usados para tomarlos como
indices de los nuevos nodos, mientras que la funcién anade() le anade a la Hidra una
nueva cabeza que sale del nodo i con indice r.

Por ejemplo, si hacemos:

Hidra.clear()
Hidra = ({0:nodo(None)})
Puntero = 0
Asalto = 0
afiade (0)
afiade (0)
afiade (0)
afiade (1)
afiade (1)
afiade (3)
afiade (4)
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afiade (4)

Generamos la Hidra de la primera imagen. Primero hemos anadido tres cabezas sobre el
nodo 0 (que son los nodos 1, 2, 3), luego hemos anadido nodos 4 y 5 sobre el nodo 1, luego
un nodo 6 sobre el nodo 3 y luego los nodos 7 y 8 sobre el nodo 4.

El resultado se ve asi:
{0: nodo(None,{1, 2, 3}), 1: nodo(0,{4, 5}), 2: nodo(0,set()), 3: nodo

(0,{6}), 4: nodo(1,{8, 7}), 5: nodo(1l,set()), 6: nodo(3,set()), 7:
nodo(4,set()), 8: nodo(4,set())}

Por ejemplo, el nodo 1 tiene por padre al nodo 0 y por hijos a los nodos 4 y 5.

Los gréficos los he hecho con Mathematica, porque tiene una instruccién a la que le das un
arbol y ella se encarga de dibujarlo de la forma mas clara posible, y queda muy bien. En
Python he programado algo méas rudimentario, simplemente para ver qué vamos teniendo
entre manos:

def arb(i):
u =[]
h = sorted(Hidra[i] .hijos)
n = len(h)
if n == 0:
u = [str(i)]
else:
1 =20
for j in h:
s = arb(j)
11 = len(s)
if 1 == 0:
s[0] = ("{}___".format(i))+s[0]
else:
s[0] = "|___"+s[0]
u.append (s [0])
for k in range(1, 11):
skl == " "+s[k]
if 141 < n:
slk] = "| "+s [k]
else:
s[k] =" "+s [k]
u.append (s [k])
1 +=1
if 1 < n:
u.append("|[")
return u

def arbol():
#Representa la Hidra en forma de arbol.
s = arb(0)
£t ="n
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for i in s:
t=t+"\n" +1i
return(t)

El resultado es:

0
I
I
I
I
I
I
I
I

14 7
| |
| | 8
I
| 5
2
3 6

Para cortar cabezas a la Hidra se puede usar este codigo:

def traslada(i, j):

def

#Traslada todo lo que hay sobre el nodo i al nodo j

global Hidra

for k in Hidra[i] .hijos:
r = indice()
afiade(j,r) #Afladimos una cabeza (provisional) en r.
traslada(k,r) #Trasladamos sobre r todo lo que hay sobre k.

corta(i,n):
#Corta la cabeza i y regenera n veces
global Hidra, Cabezas
if not i in Cabezas:
raise Exception("El nodo {} no es una cabeza.".format(i))
cuello = Hidral[i] .padre
del(Hidra[i]) #Borramos la cabeza i
Cabezas.discard(i) #La borramos tambien de la lista de cabezas
Hidra[cuello] .hijos.remove(i) #La borramos del conjunto de hijos.
if cuello != O:
pecho = Hidral[cuello].padre
if Hidral[cuello].hijos == set():
Cabezas.add(cuello) #Si el cuello no tenia mds hijos, ahora
es cabeza.
for s in range(O,n): #Regeneramos n veces la Hidra.
r = indice()
afiade (pecho, r) #Creamos un nuevo nodo sobre el pecho.

traslada(cuello, r) #Y trasladamos todo lo que hay sobre el
cuello.
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def ataca(n):
#Le corta a la Hidra la cabeza n-sima y calcula la regeneracién
correspondiente.
global Asalto
Asalto += 1
if n != None:
corta(n, Asalto)

Por ejemplo, asi se generan las Hidras de las imagenes de este mensaje:

print(arbol())
ataca(5b)
print (arbol())
ataca(7)
print(arbol())
ataca(8)
print (arbol())
ataca(4)
print (arbol())

El cédigo siguiente muestra la evolucion del combate si Hércules juega con mas fuerza
que mana, cortando en cada asalto la primera cabeza que se le ocurre:

import random

while Asalto < 100:
n = random.randrange(0,len(Cabezas))
c = list(Cabezas) [n]
ataca(c)
print("Asalto {}: Cortamos la cabeza {} -> quedan {} cabezas"
.format (Asalto, c, len(Cabezas)))

Si el lector juega con estos programas (o los que él se programe) podré hacerse una idea
sobre si Hércules necesitaria o no algo de asesoramiento sobre qué estrategia usar para
derrotar a la Hidra. Se puede empezar con la que he puesto de ejemplo o con alguna otra
mas sencilla, para familiarizarse con el problema.

Link al post original: Hércules v la Hidra
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15. Hércules siempre gana

Es interesante programar un combate entre Hércules y la Hidra, por ejemplo en el que en
cada asalto se corte una cabeza elegida al azar. Acabo de organizar uno partiendo de la
Hidra del mensaje anterior, y el nimero de cabezas ha ido evolucionando asi:

Asalto Cabezas | Asalto Cabezas
0 5 30 5535
1 8 40 10319
2 13 50 19488
3 21 60 29675
4 24 70 39043
5 33 80 55710
6 38 90 79635
7 44 100 107377
8 52 200 449556
9 60 300 1325027

10 69 400 2972177
20 1956 500 5839070

Todo apunta a que Hércules perdera el combate y que, si tiene alguna opcién de ganar,
tendrda que ser con alguna ingeniosa estrategia, porque lo de cortar cabezas al azar no
funciona.

Sin embargo, no es asi. Sucede que Hércules siempre gana a la Hidra sea cual sea el criterio
que use para elegir la cabeza que corta en cada asalto.

La prueba es muy sencilla teniendo en cuenta lo que hemos visto en este hilo.

Se basa en que a cada Hidra le podemos asignar un ordinal con el criterio siguiente (la
figura muestra el caso del ejemplo de la seccién anterior):

0 0

VA
N/

| 1w+1

2
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Primero asignamos un ordinal a cada nodo de la Hidra:

= A cada cabeza le asignamos el ordinal 0

» Para calcular el ordinal de un nodo, consideramos los ordinales de sus “hijos”, di-
gamos que son dq, ..., d,, los ordenamos de mayor a menor, y le asignamos al nodo
el ordinal wo + - -+ 4 wWon

s Fl ordinal de la Hidra es el de su raiz.

Asi, en el ejemplo, las cinco cabezas tienen ordinal 0, el nodo 4 tiene ordinal w® + w® = 2,
el nodo 1 tiene ordinal w? + w® = w? + 1, el nodo 3 tiene ordinal w® = 1 y el nodo 0 tiene
ordinal Wt + w! 4+ W0 = Wt £ w4 1.

Reciprocamente, a partir del ordinal podemos reconstruir la Hidra. Si nos dan el ordinal
w4 w + 1, vemos que se trata de una Hidra de cuya raiz salen tres ramas, corres-
pondientes a los tres sumandos. La correspondiente al sumando 1 = w° termina en una
cabeza, la correspondiente al sumando w! llega a un nodo de ordinal 1 = w°, luego de él
sale una tnica cabeza, y la correspondiente al sumando w1 llega a un nodo de ordinal
w? 4 1, luego de ¢l salen dos ramas, la correspondiente a 1 = w° llega a una cabeza y la
correspondiente a w? llega a un nodo del que salen dos cabezas.

En particular, la tnica Hidra de ordinal 0 es la Hidra muerta.

Ahora sélo tenemos que observar que, cuando Hércules le corta una cabeza a la Hidra, tras
la regeneracién correspondiente, la Hidra resultante tiene ordinal menor que la anterior.

En efecto, supongamos que le cortamos a la Hidra una cabeza que no sale de la raiz, sino
de un nodo que tiene por debajo otro nodo de ordinal a.. Este « sera de la forma

Oézw%-/{:g—l—---—i—w”"-km

con ng = n = --- > n,. Pongamos que la cabeza cortada estd en una de las ramas de
ordinal 7;. Entonces n; = 7' + 1, donde el 1 corresponde a la cabeza cortada. Por lo tanto,
tras la decapitacion, tenemos que cambiar uno de los sumandos w", con lo que nos queda
w"(k; — 1), y por otra parte tenemos que afiadir m + 1 sumandos w”, donde m es el
numero de asalto en curso. En total, hemos de cambiar:

Wk Wk — 1) + W - (m+1).

En suma, quitamos un término w” y anadimos m+1 términos w” < w”. Claramente, esto
hace que v cambie a un ordinal o < «, y es claro que entonces el ordinal de la raiz también
pasa de un ordinal 8 a otro 8’ < 3, pues para compararlos nos encontraremos todos los
términos iguales hasta llegar al correspondiente a la rama donde estaba la cabeza, para
comparar estos términos comparamos los exponentes, y seran todos iguales excepto los
correspondientes a la rama donde estaba la cabeza, y asi vamos subiendo hasta llegar a
los exponentes o < «. Si la cabeza cortada sale de la raiz, el ordinal de la Hidra pasa de
un cierto a + 1 hasta «, luego también disminuye estrictamente.

Por lo tanto, cada combate entre Hércules y la Hidra va generando una sucesion decreciente
de ordinales, luego tiene que llegar a 0 en un niamero finito de pasos, y cuando eso suceda
la Hidra habra muerto. No importa el criterio que use Hércules para cortar las cabezas.
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En el mensaje siguiente analizaré la evolucion del combate para una estrategia concreta.

De momento, concluyo observando que las Hidras nos proporcionan una representacion
grafica de los ordinales menores que €, pues cada ordinal se corresponde con una Hidra
posible.

Link al post original: Hércules siempre gana

16. Una estrategia para Hércules

Hemos visto que Hércules siempre gana a la Hidra, sea cual sea el criterio que elija para
cortar cabezas. No obstante, vamos a ver una estrategia posible que podemos probar que
es ganadora sin necesidad de hablar de ordinales.

Para ello definimos la altura de un nodo de la Hidra como el nimero de nodos que tiene
por debajo. Diremos que dos cabezas son hermanas si ambas salen del mismo nodo.

La estrategia que le proponemos a Hércules es la siguiente:

En cada asalto, Hércules corta una cabeza de altura mdzrima que tenga el mayor nimero
posible de hermanas.

Por ejemplo, esta Hidra

12 11 16 14 8

\/ \

10 6 15 13 <

L N/
N\

tiene 5 cabezas de altura 3, pero la estrategia exige cortar la 11 o la 12, que forman una
familia de dos hermanas, mientras que las otras tres no tienen hermanas.

En general, a cada hidra le podemos asociar tres nimeros (h,m, s), donde h es la maxima
altura de sus cabezas, m es el méaximo nimero de cabezas hermanas de altura h y s es el
numero de familias con m cabezas hermanas de altura h.

En la hidra anterior es (h,m,s) = (3,2,1).
Si a una hidra con valores (h,m, s) le cortamos en el asalto n-simo una cabeza de altura h
segun la estrategia, su familia de m cabezas ha perdido una, y pasa a tener m — 1 cabezas.

Por otra parte, la hidra genera n familias de m — 1 cabezas hermanas. Esto no influye en
que los nimeros de la nueva hidra son (h,m,s — 1).
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Tras un ndmero finito de asaltos, llegaremos a una hidra de tipo (h,m, 1), es decir, con
una unica familia de m cabezas hermanas. Al cortar una de estas cabezas ya no habra
familias de cabezas de altura h con m hermanas, y la nueva hidra serd de tipo (h,m—1, s),
para cierto valor de s, que volvera a disminuir una unidad en cada asalto y, al llegar a 0,
se descuenta un valor a m. Por lo tanto, tras un ntmero finito de asaltos, llegaremos a
una hidra (h, 1,1), que tiene una tnica cabeza de altura h.

Al cortar esta tltima cabeza, pasamos a una hidra de tipo (h—1,m, s), para ciertos valores
de my s.

En resumen, la terna (h,m, s) se comporta como un crondémetro en cuenta atras. Cuando
los segundos llegan a 0, se reduce un minuto y s aumenta, no hasta 59, sino hasta un
numero arbitrario de segundos que contintian la cuenta atras. Asi, al cabo de m minutos
(cada uno con un nimero distinto de segundos), llegamos a m = 0, y entonces se reduce
una hora, mientras que los minutos y los segundos aumentan a valores arbitrarios, pero
lo cierto es que al cabo de h horas de distinta duracion, la hidra llega a tener una tnica
cabeza de altura h = 0, lo que significa que esta muerta.

En términos de ordinales, esta estrategia funciona asi.

Consideremos la Hidra de 5 cabezas que habiamos puesto como ejemplo al plantear el
juego de Hércules, la que tiene ordinal

W w1

El exponente 2 corresponde a un tnico grupo de 2 cabezas hermanas de altura 3.

Por lo tanto su “esperanza de vida” (si Hércules sigue la estrategia que estamos conside-
rando) es (h,m,s) = (3,2,1). Al cortarle una de las dos cabezas posibles pasamos a la
Hidra de 5 cabezas

ww-2+1 ot 1’

cuya esperanza de vida es (3,1,2) (tiene dos cabezas sin hermanas de altura 3). En el
asalto siguiente pasamos a la hidra de 7 cabezas

W w41,

con (h,m,s) = (3,1,1) y ahora, al cortar la tltima cabeza de altura 3, obtenemos la hidra
de 10 cabezas
W+ w1,

con (h,m,s) =(2,8,1).
A partir de aqui podemos razonar en general. Supongamos que, tras el n-simo asalto, la
Hidra tiene ordinal
Wb+ w e
En nuestro ejemplo, tras el asalto n = 3, tenemos (a,b,c) = (8,1,0).

En general, la Hidra tiene b familias de a cabezas hermanas de altura 2 y ¢ familias de
a — 1 cabezas hermanas de altura 2.

Tras el asalto n+ 1, una de las b familias pierde un miembro, con lo que solo quedan b —1
familias de a cabezas hermanas, pero el nimero ¢ de familias de a — 1 cabezas hermanas
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aumenta en 1 (por el grupo de a cabezas que ha perdido un miembro) y en n + 1 por la
regeneracion, luego el resultado es

w - b—-1) 4+ (ctn+2)+ -

Tras b asaltos, es decir, tras el asalto n + b, el ordinal sera:

W e+ (n+2)+(n+3)+ -+ (n+Hb+1)))+ o =w (c—i— (2n+b+3)b> +

2

En otras palabras, si partimos de

wa.b+wa_1.c+...

tras el asalto n, entonces, tras el asalto n + b, el exponente a se ha convertidoena — 1y
b se ha convertido en ¢ + (2n + b+ 3)b/2.

Aplicando esta férmula podemos construir la tabla siguiente para la hidra de nuestro
ejemplo:
ordinal

O o W3
&
3
ot
+
&
_|_
—

w404+ w+1
-1220+w +1

49 | W®
4.805810+w +1
3
2

1269
807079
325689 466 734

325688659655 +w + 1
+53036814 370901491046 740 +w + 1

En este punto, el w que estaba suelto (la cabeza de altura 1) hace que por primera vez
sea ¢ = 1, luego al aplicar la férmula una vez mas resulta que, tras el asalto

n = 53036 814371 227180513474

el ordinal es

w - 1406451 839 324 004 993 542 381 326 234 890 768 738 031 071 + 1

y una tltima aplicacion de la férmula (también con ¢ = 1) nos da que, tras el asalto

n = 1406451 839 324 004 993 542 434 363 049 261 995 918 544 545,

la Hidra tiene ordinal finito:

989 053 388 168 938 379 565 429 552 367 644 648 402 300 580
972977512412 313 364 046 356 366 229 560 313 533 900 782,

lo que significa que tiene ese nimero de cabezas hermanas que salen de su raiz. Segtin
las reglas del juego, cada vez que Hércules corta una de ellas, no se produce ninguna
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regeneracion, por lo que la Hidra muere al cabo de ese nimero de asaltos, es decir, que
muere tras el asalto

989 053 388 168 938 379 565 429 552 367 644 648 402 300 582
379429 351 736 318 357 588 790 729 278 822 309 452 445 327.

Si Hércules pudiera cortar 100 cabezas por segundo, tardaria aproximadamente 3,12 - 1080
aflos en matar a la Hidra. La edad del Universo se estima en 1,37 - 10'° afios.

Link al post original: Una estrategia para Hércules

17. Comentarios
(C1) Sia= (B, -, 5,), entonces 1 < «, luego cada f; < a.

Veamoslo por induccién sobre a.

Siao=0es claroy, si « =1 = (0) es también cierto, con lo que supongamos que es cierto
para cada ordinal 8 < o = (fy,- -+, B,), y veamos que también lo es para a.

Por (5) sabemos que f; < «, luego si es 51 = (71, ,¥m), por hipétesis de induccién
tenemos que v, < 1. Asi pues, se tiene que o y ; difieren en su primer elemento, siendo
ademdas v, < (1, con lo que efectivamente 5, < a.

(C2) ;Coémo se pueden definir (formalmente) conjuntos obtenidos de manera recursiva,
como es el caso de F/, en AP? Es decir, ;como se puede formalizar la formulan € E?

Como norma general (para hacerte una idea de qué se puede probar en AP y qué no),
conviene que tengas en cuenta que en AP se puede definir y demostrar exactamente lo
mismo que en ZFC sin el axioma de infinitud mas el axioma que afirma que todo conjunto
es finito. Eso te permite hablar también de conjuntos infinitos (definibles explicitamente
por férmulas) en el mismo sentido en que en ZFC se habla de clases propias, es decir, que
en AP “conjuntos” como E son clases propias.

Hay varias formas de hacer estas cosas en AP, unas mas elegantes y largas, y otras méas
directas. La idea de fondo es usar de un modo u otro lo que se conoce como funcion [ de
Godel, que permite codificar de forma un tanto rudimentaria cualquier sucesién finita de
numeros naturales en términos de una expresién aritmética con dos parametros.

Mas concretamente, para cada sucesion finita si,...,s, de nimeros naturales existen
numeros ¢, d tales que f(c,d,i) = s; parai=1,...,n.

ue pu mostrar n iteralmen rque par ndrias que tener
No es que puedas demostrar esto en AP, literalmente, porque para ello tendrias que tene
ya formalizado el concepto de sucesion finita, sino que, cuando necesitas una sucesion
finita, en lugar de decir “existen si,...,s,”, puedes decir “existen c,d tales que...” y
luego, donde dirias s;, dices 8(c, d, uedes contar con que eso va a funcionar bien.

) 7 Y 3 9

Una vez puedes asociar a cada dos nimeros naturales una sucesiéon finita de nimeros
naturales, puedes depurar eso de varias formas. Si quieres ir directo al grano, puedes usar
la funcion S para dar definiciones recurrentes. Por ejemplo, si quieres definir la sucesion
de Fibonacci, puedes hacerlo asi:
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Fib(n) = z si y sélo si existen ¢, d tales que (¢, d,0) = 1y fB(c,d,1) = 1y para todo
1 <i<i+1<nsecumple que B(c,d,i+2) = f(c,d,i)+ pc,d,i+ 1)y B(e,d,n) = x.

Y ahi tienes una definicién recurrente expresada en términos aritméticos.

Pero todo se puede hacer mas fino si estas dispuesto a gastar tiempo. Por ejemplo, se
puede usar [ para definir la codificacion de sucesiones que hemos introducido en este
hilo, de modo que acabamos teniendo definidas aritméticamente las funciones long(s) y
p(i,s) = s; que determinan la longitud de un niimero natural visto como sucesién y sus
componentes, para i < long(s), y a partir de ese momento trabajar con esta condificacién
mas fina.

Pero, mas aun, puedes definir, m € n como “el digito m-simo de la expresiéon de n en base
2 es igual a 17, y con eso tienes una relacién de pertenencia que cumple los axiomas de
ZFC menos el axioma de infinitud, y a partir de ahi puedes trabajar en AP como en ZFC
sin infinitud (y con el axioma que afirma que todo conjunto es finito).

Una forma concreta de hacerlo la tienes en la seccién 5.5 de mi libro de légica, que diria
asi a ojo que no depende de nada anterior si pasas por alto algunos comentarios sobre la
jerarquia de Kleene y donde leas I3; piensas simplemente en AP.

(C3) Discusién sobre la validez del primer argumento de Gentzen.

EPAROH: A mi me ha convencido en el sentido siguiente:

Si tu me das cualquier ordinal o (de los definidos en el post claro), tengo
hecho un pequeno programa que calcula el menor natural n para el cual se
cumple o < w™. Una vez tienes esto con dicho n ya fijo, se puede seguir
el argumento que se da en la Seccién 9 que, aunque implique usar un “y asi
sucesivamente” unas pocas veces, creo que esta claro que cada afirmacion que
se hace es perfectamente valida. Asi pruebas que w™ es accesible y con ello
lo era el o de partida.

CARLOS IVORRA: Yo creo que no hay duda de que en esa seccion se demuestra que
w® es accesible (o se puede extender la prueba hasta que no quede ningiin
paso en el aire), pero, jcudl serfa el argumento que prueba que si w™ es
accesible también lo es w™D? Lo tnico que hemos visto es que “razonando,
razonando”, se puede pasar de w® a w® y de w® a w®, y nada parece
indicar que haya nada de especial en el 3 que no permita pasar al 4, etc., pero
los razonamientos necesarios necesitan cada vez mas pasos y mas casos, y no
tenemos una descripcion general del argumento que es necesario para pasar
de n an+ 1, sino un mero “si te pones a razonar (a trepar por los ordinales),
seguro que vas a poder llegar a w1 ;por qué no ibas a poder?”

Y una cosa es que los razonamientos que hemos dado sean sin duda razona-
mientos convincentes, y otra distinta que el “; por qué no iba a poder continuar
de esta misma manera?” cuele como “razonamiento”, si no esta claro qué que-
remos decir exactamente por “de esta misma manera”.

EPAROH: Toda la razoén si. Por eso digo que me convence como argumento, pero no
me deja todo el buen sabor de boca que me gustaria, por no tener precisamente
un argumento general (como si lo teniamos para pasar, por ejemplo, de w" a

w"*1) para pasar de la accesibilidad de w™ a w™*+1.
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ARGENTINATOR: Este argumento, asi como se muestra ahi, no me parece valido. Lo
cual es una cosa distinta a si ayuda a “convencer” de la accesibilidad de ¢.

Da la sensacion de que hay una estructura en los ordinales que permite afirmar
que son todos accesibles, pero que el “argumentador” no es capaz de poner de
manifiesto cudl es esa estructura de una forma creible.

La “logica” que aparece alli me parece insuficiente.
(C4) Respuesta de Eparoh al Acertijo metamatematico.

Diria que la parte que no puede formalizarse en AP empieza aqui:
Aplicando repetidamente (7), tenemos:

Porque una demostracién formal es una sucesiéon finita de férmulas, pero con este “apli-
camos repetidamente (7)”, el nimero de formulas en la “demostraciéon” dependerd del n
para el cual se cumpla que o < w™. Es decir, creo que para cualquier n fijo es posible
demostrar en AP la induccién hasta cualquier w™ siguiendo el argumento que has dado,
pero no es posible demostrarla hasta ¢y pues precisariamos de una infinitud de demos-
traciones concatenadas y eso no es una demostracién formal pues, por definicién, deben
tener una longitud finita. Vamos, que el problema creo que esta siempre en el “repetimos
una cantidad arbitraria de veces” que es vélido intuitivamente (pues queda perfectamente
especificado como deberiamos repetir el proceso independientemente del n, no como en
lo discutido sobre la Seccién 9), pero no es posible formalizarlo en una teorfa axiomatica
débil como es AP que no permite con sus axiomas hablar de conjuntos infinitos.

(C5) (Es posible formalizar en ZFC el segundo argumento de Gentzen?

EPAROH: Leida la Seccion 11 veo claro que si era lo que pensaba, pero ahora me
surge una duda: jEn ZFC es posible formalizar el argumento anterior?

No me refiero a si es posible probar la induccién hasta el ordinal € (que eso se
que en ZF es casi trivial por las propiedades de los ordinales), sino si el argu-
mento dado en la Seccién 10 podria formalizarse en ZFC. A simple vista, me
parece que se tiene el mismo problema aunque trabajemos en una teoria axio-
matica mas potente: conocer pruebas individuales de la induccién hasta w™
para cada natural n no te da inmediatamente una prueba de ¥n P —IND(w™)
por el requerimiento de finitud de las demostraciones formales. Ahora bien,
igual me equivoco y alguno de los axiomas de ZFC si permite dar dicho paso.
., Cual es el caso?

CARLOS IVORRA: Pues... segiin lo mires. En cierto sentido, tienes razén cuando
dices que en ZF tendrias igualmente una sucesion de infinitas demostraciones
que no hacen una demostracion, pero eso tiene remedio sin que podamos decir
que estamos cambiando de argumento.

La idea bésica es que en ZFC se puede formalizar todo (bueno, todo no, eso es
esencialmente cierto pero tiene algo de “letra pequena” que comento un poco
mas abajo).
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En ZF (y de hecho en AP) se puede demostrar que, para cada nimero natural
n, existe una demostracién de que w™ es accesible.

Observa que, si identificamos con niimeros naturales los signos de un lenguaje
formal, una féormula no es mas que una sucesiéon de niimeros naturales, que en
AP puede verse como un tinico niimero natural, y a su vez una demostracion es
una sucesion de férmulas, que también puede verse como un nimero natural.
Igual que puede definirse en AP cuando un nimero natural es un ordinal, se
puede definir cudndo es una demostracion de tal o cual férmula. Asi, podemos
construir una férmula aritmética ¢(n) que signifique “w™ es accesible”, y
también otra que diga que, “para cada n existe una demostracion de la formula
o(n)”

Todo esto es lo que Godel hizo codificando férmulas y demostraciones con “ni-
meros de Godel”, y prob6 que, en efecto, todo los conceptos légicos “férmula,
demostracion, etc.” son definibles a partir de los axiomas de Peano.

Por supuesto, en ZF todo esto se puede hacer de forma mucho mas facil. En
resumen, tanto en ZF como en AP podemos demostrar la féormula que dice:

“Para cada niimero natural n existe una demostracién en AP de que el ordinal
w™ es accesible.”

La diferencia es que en AP no podemos ir mas lejos, mientras que en ZF po-
demos probar que si existe una demostracién de la férmula w™ es accesible,
dicha féormula sera verdadera en el modelo natural definido por los nimeros
naturales, y el hecho de que la formula “w™ es accesible” sea verdadera en el
modelo natural implica que w™ es accesible. Por lo tanto, en ZF podemos de-
mostrar que todos los w™ son accesibles y, por consiguiente, que todo ordinal
(menor que €) es accesible.

En cambio, en AP no podemos pasar de “se puede demostrar que w™ es
accesible” a “w(™ es accesible”. Para ello habria que definir una funcién que
a cada numero natural que codifique una féormula le asigne un valor 0 o 1
segun que la férmula correspondiente sea verdadera o falsa en los nimeros
naturales, para luego probar que los axiomas de Peano son verdaderos y todas
sus consecuencias también, por lo que si una formula es demostrable, entonces
es verdadera.

Esto se puede hacer sin problemas en ZF, pero en AP falla justo lo primero:
no es posible definir en AP si un nimero natural que codifica una férmula,
codifica una férmula verdadera o falsa (con su interpretacién natural), pues
eso es precisamente lo que afirma el teorema de Tarski sobre indefinibilidad de
la verdad. En una teoria aritmética se puede definir el concepto de férmula de
dicha teoria aritmética, incluso el concepto de formula demostrable, pero no
el concepto de férmula verdadera, en el sentido de que si un niimero n codifica
una sentencia «, se cumpla

n es verdadera < «

En ZF se puede definir una féormula que diga si un nimero que codifica una
formula aritmética codifica una férmula aritmética verdadera en el modelo N
y eso nos permite terminar de formalizar el argumento de Gentzen. Lo que
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prohibe el teorema de Tarski para ZF es definir qué significa que una férmula
del lenguaje de ZF sea verdadera de modo que si n codifica una sentencia «
(del lenguaje de ZF, no del lenguaje de la aritmética) se cumpla

n es verdadera < «

Vamos, que una teoria aritmética no puede definir qué significa que una for-
mula de su propio lenguaje (no de otro mas pequenio) sea verdadera.

Esto es un ejemplo de que en ZF no se puede formalizar “todo, todo”. Uno
podria esbozar una demostracion de “féormula verdadera” que “deberia” fun-
cionar en ZF, pero que no funciona porque involucra clases propias de una
forma que ZF no es capaz de gestionar. Hay resultados que en ZF solo se
pueden probar para conjuntos, pero no para clases propias.

Pero las clases propias de ZF estan a anos luz de distancia de los conceptos
intuitivamente bien definidos, por lo que estas limitaciones de ZF no impiden
formalizar ningtin argumento que sea intuitivamente convincente.

EPAROH: Creo que entiendo la idea, ;pero podrias explicar esto un poco mas en
detalle?

Cita de Carlos Ivorra

La diferencia es que en AP no podemos ir mas lejos, mientras que en
ZF podemos probar que si existe una demostracién de la férmula w™ es
accesible, dicha féormula sera verdadera en el modelo natural definido por
los niimeros naturales, y el hecho de que la formula “w™ es accesible”
sea verdadera en el modelo natural implica que w™ es accesible. Por lo
tanto, en ZF podemos demostrar que todos los w™ son accesibles y, por
consiguiente, que todo ordinal (menor que €;) es accesible.

No veo del todo claro como se esta pasando de infinitas féormulas a una de-
mostracion finita, pues parece que lo que se hace es traducir el problema de
demostrar que w™ es accesible a demostrar que la férmula “w™ es accesible”
es cierta en el modelo natural. Pero, ;si esto se ve para cada n por separado
no volvemos a estar en las mismas?

También, ;por qué que la férmula “w™ es accesible” sea cierta en el modelo
natural implica que es demostrable en ZF?

CARLOS IVORRA: En ZF (o0 en AP) ti puedes demostrar la férmula:

Vn € N3d(d es una demostracién de “w™ es accesible”) (16)

Esto no es una sucesion de demostraciones, esto es la demostracién (tinica) de
que existe una sucesiéon infinita {d,}>°, tal que cada d,, es una demostraciéon
de la férmula “w(™ es accesible”.

Para ello se construye d,, estableciendo que en la prueba se usa n — 1 veces la
implicacién (7) y otras tantas la implicacién (15) del mensaje en el que doy la
prueba de Gentzen (Seccién 10). Todo ese argumento puede verse como una
prueba en ZF de la afirmacion anterior, literalmente igual que cualquier texto
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en un libro de matematicas usual puede verse como una demostracion en ZF
descrita superficialmente.

En particular, no se hace para cada n por separado, sino que se prueba que,
dado un n arbitrario, puedes construir una demostracién (una sucesion de
nimeros naturales, si quieres) usando n — 1 veces tal ingrediente y tal otro,
y te sale una demostracién de la accesibilidad de w™ para el n arbitrario
considerado. Pero es esencial que con esto no demuestras que w™ es accesible,
sino sélo que la formula que afirma esto es demostrable. En AP esto es una
barrera insuperable, en ZF no.

Con eso tienes una unica demostracién [metamatemética] de que existe una
sucesién de demostraciones en AP (formalizadas en ZF) de la férmula en
cuestion.

Si lo quieres hacer en AP (aunque no aprovecha de mucho, porque al final
nos quedamos estancados), en lugar de construir una sucesién infinita (en AP
no hay objetos infinitos), tienes que definir explicitamente la formula ¢(n, d)
que significa “d es la demostracién que se construye de tal y tal forma” y
demostrar que para todo n existe una tnica d que cumple ¢(n, d) y que es una
demostracién de w™ es accesible.

En AP no podemos ir mas alla, pero en ZF tienes un teorema general que dice:

Si o es una sentencia de la aritmética de Peano y tiene una demostracion en
AP, entonces N F a.

Uniendo esto a (16) obtienes el teorema siguiente:
Vn € N NE “w®™ es accesible”
donde ahf hay que entender que “w™ es accesible” no es la férmula metamate-

méatica que afirma tal cosa, sino el niimero natural (o la sucesién de sucesiones
de nimeros naturales) que codifica dicha férmula en ZF.

r ultim mos usar qu n m u u robar qu
Por 1dltimo, podemos usa e E se define de modo que se puede proba e,
para toda sentencia aritmética (metamatemética) a formalizada en ZF como
la sucesion de niimeros naturales “a”, se cumple

(NE “a”) & «

es decir, que la formalizacion de « satisface la formalizacion de “ser verdadera
en N7 si y sélo si se cumple a.. En particular,

N E “w(™ es accesible” <+ w™ es accesible
y con esto llegamos a que
Vn € N w™ es accesible,

que es un unico teorema que implica la accesibilidad de todos los ordinales.
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También, ;por qué que la formula “w™ es accesible” sea cierta en el
modelo natural implica que es demostrable en ZF?

No, yo no he dicho eso. De hecho, es falso. No sé si lo dices por la equivalencia:
(NE “a”) < «

Pero ahi no dice lo que dices. Ahi dice que los dos miembros significan lo
mismo. Asi que, si hemos demostrado que “a” es cierta en N, podemos dar
por demostrado a.

De otro modo. Es lo mismo demostrar a que demostrar que “a” es verdadera
en N, pero eso no significa que si “a” es verdadera tenga que ser demostrable.
So6lo que si (“a” es verdadera) es demostrable, entonces o es demostrable.

EPAROH: Ahora estda todo mucho mas claro, aunque hay una pequena cosa que no
me termina de encajar del todo:

Cita de Carlos Ivorra

En AP no podemos ir mas alla, pero en ZF tienes un teorema general
que dice:

Si « es una sentencia de la aritmética de Peano y tiene una demostracion
en AP, entonces N F «

Aqui, ;jlo que he marcado en azul es correcto o deberia poner ZF?

Si es correcto, no termino de entender el matiz porque si una sentencia « en la
aritmética de Peano tiene una demostracion en AP, entonces por el teorema
de correccion jno se cumple directamente que N E «a? jPor qué es esto un
teorema de ZF?

CARLOS IVORRA: Lo que has marcado en azul es correcto. En ZF puedes definir el
concepto de “demostracion en AP”. Una féormula es un teorema de AP si es
la ultima féormula de una sucesién de féormulas tales que cada una de ellas sea
un axioma de Peano, un axioma loégico o una consecuencia légica de férmulas
precedentes.

Si es correcto, no termino de entender el matiz porque si una sentencia
a en la aritmética de Peano tiene una demostracion en AP, entonces por
el teorema de correccion jno se cumple directamente que N F a? ; Por
qué es esto un teorema de ZF?

Es que el teorema del que estoy hablando no es sino la formalizacién en ZF del
teorema de correccién. Me preguntabas como formalizar en ZF el razonamiento
de Gentzen, y lo que te digo es que en la formalizacién tienes que usar la
formalizacion del teorema de correccion.
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(C6) Discusion sobre la validez del argumento de Takeuti.

EPAROH: Respecto al argumento de Takeuti, me parece “matematicamente” con-
vincente en el sentido de que el argumento dado lo veo muy similar a una
demostracion matematica usual. Sin embargo, yo creo que (pura opinién) no
lo llamaria finitista.

En el argumento de Gentzen, el problema lo teniamos con el “y asi suce-
sivamente”, pues aunque parece claro que el mismo proceso dado se puede
extender para probar la accesibilidad de cualquier w™, como ya comenté Car-
los, no existe un argumento general que te permita pasar de n a n+ 1 pues lo
casos se multiplican y multiplican.

Este problema creo que lo soluciona Takeuti, porque su argumento te permite
probar con exactamente n + 1 pasos que w(™ es accesible. Por tanto, desde un
punto de vista metamatematico, no cabe duda de que todo w™ serd accesible
pues, tu puedes darme cualquiera de ellos, por muy grande que sea el n y yo,
en tan solo n+ 1 pasos te demuestro que es accesible. Ahora bien, a mi parecer
lo hace a costa de introducir una definicién inicial que sobrepasa los limites del
finitismo. Si no me equivoco (corregidme si es asi, pues realmente me gustaria
saber si hay algin argumento que muestre que efectivamente la definicion
no es constructiva) la definicién de ordinal accesible ya no es finitista, no es
constructiva pues (creo que) no es posible programar un ordenador para que,
dado un ordinal cualquiera, de como salida si es o no accesible. No digo que
no esté perfectamente bien definida tal y como explica Carlos al comienzo de
la Seccion 9, sino que no parece que podamos construir de forma recursiva
todos los ordinales accesibles (no al menos en base a la propia definicién). Por
tanto, si ya dicha definicién no es constructiva, la de ordinal n-accesible sera “n
ordenes de magnitud” menos constructiva, pues requiere de comprobar si toda
una familia infinita de ordinales son (n — 1)-accesibles, para lo cual se requiere
a su vez comprobar si una familia infinita de ordinales es (n — 2)-accesible,
etc.

Ahora bien, aunque la definicién no sea finitista, si creo que es metamatemati-
camente aceptable pues, como la definicién de accesibilidad estd bien definida,
la de n-accesibilidad, que es inicamente una recursion de ésta, también lo es-
tard. Quiero decir que, dado un ordinal «, o bien existe un ordinal accesible
B tal que (- w® no es accesible, y por tanto a no es 2-accesible, o bien esto
no ocurre nunca y « si es 2-accesible. No sabemos cual serd el caso, pero solo
existen estas dos posibilidades. Por tanto, la 2-accesibilidad esta bien definida
y a partir de ella podemos ver que la 3-accesibilidad estara bien definida, etc.

Bueno, a ver si no he dicho ninguna tonteria entre todo lo anterior.

Por cierto, el argumento de Takeuti es también perfectamente formalizable en
AP y nos permite (de forma aparentemente mas directa que la de la Seccién 10)
obtener un esquema que nos asegura que es posible construir una demostracion
en AP de “w™ es accesible” para cadan =0,1,2,--- ;Verdad?
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CARLOS IVORRA: Estoy de acuerdo con lo siguiente:

Cita de Eparoh

Este problema creo que lo soluciona Takeuti, porque su argumento te
permite probar con exactamente n + 1 pasos que w™ es accesible. Por
tanto, desde un punto de vista metamatematico, no cabe duda de que
todo w™ sera accesible pues, tu puedes darme cualquiera de ellos, por
muy grande que sea el n y yo, en tan solo n + 1 pasos te demuestro que
es accesible.

Ahora bien, tengo algunos matices sobre lo siguiente:

Cita de Eparoh

Ahora bien, a mi parecer lo hace a costa de introducir una definicion
inicial que sobrepasa los limites del finitismo. Si no me equivoco (corre-
gidme si es asi, pues realmente me gustaria saber si hay algin argumento
que muestre que efectivamente la definicion no es constructiva) la defini-
cién de ordinal accesible ya no es finitista, no es constructiva pues (creo
que) no es posible programar un ordenador para que, dado un ordinal
cualquiera, de como salida si es o no accesible.

Dicho asi, tu planteamiento admite una respuesta “tramposa”, pero con una
trampa que no se puede descartar trivialmente. Uno podria decir que ese
programa de ordenador si que existe y es muy sencillo: ti1 le das un ordinal
y el te responde que si que es accesible. jPuedes cuestionar que el programa
cumple lo requerido?

Eso esta relacionado con una pequena cuasiparadoja sobre las funciones re-
cursivas. Se puede decir que una funcién es recursiva si la puede calcular un
ordenador, pero, segiin eso, uno podria decir que la funcién dada por

1 si  ZFC es consistente,

f(n) =

0 si ZFC no es consistente.

no es recursiva, porque ningin ordenador nos puede decir si ZFC es consistente
o no lo es. Sin embargo, esa funcion si que es recursiva, porque es una funciéon
constante y todas las funciones constantes son recursivas. Un ordenador puede
calcularla, ya sea dando como resultado siempre 0 o siempre 1.

No digo que no esté perfectamente bien definida tal y como explica
Carlos al comienzo de la Seccién 9, sino que no parece que podamos
construir de forma recursiva todos los ordinales accesibles (no al menos
en base a la propia definicion).

Ahi estas matizando en la direccién correcta, pero si todos los ordinales son
accesibles, si que podemos construir de forma recursiva todos los ordinales
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accesibles (es decir, todos los ordinales). La razén por lo que estas salidas por
la tangente que estoy haciendo no son triviales es porque, cuando disefias un
algoritmo, tienes que justificar que cumple lo que se pretende, y no tienes
limitaciones a priori sobre qué argumentos puedes dar para justificarlo con tal
de que sean concluyentes. Por lo que si ti razonas —de cualquier forma que
consideres concluyente— que todo ordinal es accesible, estds probando que el
“algoritmo” que dice que si cuando le das cualquier ordinal esta cumpliendo
lo requerido.

Pero lo cierto (tratando de eludir la salida por la tangente) es que si no sabemos
si un ordinal (infinito) es accesible y queremos que un ordenador nos saque de
la duda, no podemos, por lo menos tratando de aplicar la mera definicién de
accesibilidad. Y el punto esta en que la accesibilidad de un ordinal equivale a
que todos los ordinales menores que él cumplan una determinada propiedad.
Maés atn, la 2-accesibilidad de un ordinal equivale a que todos los ordinales
(mayores o menores que él) cumplan una determinada propiedad. Esto es lo
que td mismo dices aqui:

Cita de Eparoh

Por tanto, si ya dicha definicién no es constructiva, la de ordinal
n-accesible sera “n ordenes de magnitud” menos constructiva, pues re-
quiere de comprobar si toda una familia infinita de ordinales son

(n — 1)-accesibles, para lo cual se requiere a su vez comprobar si una
familia infinita de ordinales es (n — 2)-accesible, etc.

También coincido con esto:

Cita de Eparoh

Ahora bien, aunque la definicién no sea finitista, si creo que es metama-
tematicamente aceptable pues, como la definicion de accesibilidad esta
bien definida, la de n-accesibilidad, que es inicamente una recursion de
ésta, también lo estara. Quiero decir que, dado un ordinal «, o bien
existe un ordinal accesible § tal que (- w® no es accesible, y por tanto «
no es 2-accesible, o bien esto no ocurre nunca y « si es 2-accesible. No
sabemos cual sera el caso, pero solo existen estas dos posibilidades. Por
tanto, la 2-accesibilidad estd bien definida y a partir de ella podemos
ver que la 3-accesibilidad estara bien definida, etc.

Pero aqui apuntaria algo que me parece relevante. Dices “no sabemos cuéal es
el caso”, pero jrealmente no lo sabemos? Una cosa es que la definiciéon no nos
lo diga, ni nos de una forma obvia de averiguarlo, pero, si estamos de acuerdo
en que el concepto esta bien definido y podemos razonar que todo ordinal
cumple la definicién, entonces si que sabemos cudl es el caso.
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Cita de Eparoh

Por cierto, el argumento de Takeuti es también perfectamente formali-
zable en AP y nos permite (de forma aparentemente més directa que
la de la Seccién 10) obtener un esquema que nos asegura que es posi-
ble construir una demostraciéon en AP de “w(™ es accesible” para cada
n=20,1,2,--- ;Verdad?

Si.

Lo mas curioso que encuentro yo en la demostracion de Takeuti es que, nor-
malmente, una prueba general se puede particularizar a un ejemplo concreto
que nos permita ver mejor la idea del argumento, pero en este caso no es
asi. Si tratamos de particularizarla a la prueba de que w® es accesible, no
obtenemos nada en particular. La prueba requiere en primer lugar que 1 es
6-accesible, lo cual es una mera reformulacién del hecho de que a n-accesible
implica o -w n-accesible, y a partir de ahi se razona que w es 5-accesible antes
de que sepamos nada sobre qué ordinales son 4-accesiles.

Aunque la 5-accesibilidad se define en términos de la 4-accesibilidad, podemos
probar que w es 5-accesible sin saber nada sobre qué ordinales son 4-accesibles,
y a su vez es la 5-accesibilidad de w la que nos da la 4-accesibilidad de w®
antes de saber nada sobre qué ordinales son 3-accesibles, etc.

Asi, tenemos que trabajar con unas definiciones que no podemos comprobar
en principio, pero podemos decir que “cada ordinal la cumplira o no”, para
luego razonar que todos los ordinales tienen que cumplirlas, pero empezando
por la propiedad mas complicada y descendiendo hacia las més simples.

Yo diria que la prueba de Takeuti estda cerca del limite de lo que supone
“hablar sin saber de qué esta uno hablando”. Es lo que sucede si uno se pone
a hablar de ordinales en el sentido general de Cantor dando por hecho que los
ordinales son “algo concreto” de lo que se puede hablar sin necesidad de fijar
una teoria axiomatica. Entonces uno se encuentra con que el conjunto de todos
los ordinales es mayor que todos los demas, pero que a la vez debe tener un
siguiente y asi cae uno en la cuenta de que no sabemos de qué hablamos cuando
decimos “todos los ordinales”, y por eso es necesario limitar las afirmaciones
sobre conjuntos abstractas a las expresables en una teoria axioméatica con visos
de consistencia.

Si uno lo piensa friamente, se convence (creo yo) de que el concepto de ordinal
n-accesible estd bien definido en el sentido que ti mismo decias: que esté claro
que cada ordinal tiene que ser n-accesible o no serlo, en un sentido objetivo
independiente de que no sepamos a priori si un ordinal lo es o no.

Sin embargo, esa forma de razonar que permite extraer consecuencias de la
5-accesibilidad antes de saber nada de la 4-accesibilidad, etc. “suena” a que el
razonamiento s6lo son palabras de las que vete a saber si puedes fiarte, pero
en realidad no es eso, sino mas bien que el razonamiento parte de conceptos
que tenemos que usar a sabiendas de que son afirmaciones con sentido no ve-
rificables directamente y, admitiendo (temporalmente) que realmente son afir-
maciones con un significado objetivo, podemos razonar de arriba hacia abajo
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justificando que ese sentido exige que todos los ordinales sean n-accesibles para
todo n, y a partir de ahi el concepto de n-accesibilidad se vuelve trivialmente
“concreto” (hasta, en un sentido tramposo, se podria decir que “finitista”) por
aquello de que es facil programar a un ordenador para que determine si un
ordinal dado es accesible o no: sélo tiene que decir que si, sin mas.

(C7) Demostracién de argentinator la buena ordenacién de €.

Para concluir, se expone a continuacién una demostracién no finitista (dada por argenti-
nator y redactada por Carlos Ivorra) de la buena ordenacion de €5. Aunque no sea finitista,
creo que hasta resultaria convincente a un finitista no muy radical pues, aunque no es
constructiva, la reduccion al absurdo si es en cierto modo constructiva y aunque haya que
hacer infinitas comparaciones, son siempre facilmente numerables y muy faciles de tener
“bajo control”.

Demostracién:

Suponemos que no existen sucesiones estrictamente decrecientes de ordinales < w™ y
vamos a ver que tampoco las hay de ordinales < w™t1),

Para ello suponemos que existe una que denotamos por {«;};, donde a; = <aj71, Ces aj,mj>
(notemos que m; > 1 o, de lo contrario, a; = 0).

Llamo a o el “primer exponente” de la sucesiéon. Necesariamente a;; < w™ | pues si
fuera w™ =< a1, entonces W™+ = <w(”)> <{a11) 2 ag.

De hecho, o, 2 aj1 2o < wm,

Afirmo que si existe una sucesién decreciente de ordinales < w1 con primer exponente
Bo < w(”), existe otra con primer exponente 3; < fy. Esto nos da ya una contradiccion,
pues asi podemos construir una sucesién w™ = By = 1 = [» = ---, en contra de lo
supuesto.

Para ello partimos de nuestra sucesion {a;}; con fy = oy 1.

Si existe un j tal que 81 = o1 < ay1 = P, entonces la sucesion o > a1 > Qo > -
es una sucesién decreciente de ordinales con primer exponente (3.

En caso contrario tenemos que todos los a;; son iguales a 3y. Esto obliga a que existan
todos los a9, 0 si no, serfa o; < 1.

Podria darse el caso de que todos los ;2 fueran iguales. En tal caso tendrian que existir
todos los a3, que podrian ser todos iguales, en cuyo caso tendrian que existir todos los
Qj4, etc.

Por lo tanto, tiene que existir un minimo k£ < m; tal que, para cada 1 <[ < k, se cumple
que todos los «;; son iguales a un mismo 7, luego existen todos los a;x, pero k es el
minimo indice para el que no son todos iguales. En particular tiene que haber un minimo
Jo tal que 51 = ajyr < .
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Esto significa que nuestra sucesion es de la forma

a1 = <717 ey V=1, 01 Ky - - - 7041,m1>

&%) <717'"a’yk—17a1,k7"';a2,m2>

A = <’Yla s a’yk—hﬂlv cee aajo,mj0>

Ojo+1 = <717 <o V=1, Qo+ 1k - - - 704jo+1,mj0+1>

Pero entonces, la sucesion

* j—
Oéjo — <51, “ .. ,aj07mj0>

* f— . .
ajoJrl - <a]0+1,k7 s 7a]0+1,mj0+1>

que resulta de eliminar los términos comunes, es una sucesion decreciente de ordinales con
primer exponente (31, lo que termina la prueba.

(C8) No es posible demostrar en AP que Hércules siempre gana.

En el hilo hemos analizado la estrategia consistente en cortar en cada asalto la cabeza
mas alta y, de entre las de altura méaxima, la que tenga mayor nimero de hermanas, y
hemos visto que en AP podemos probar que Hércules siempre gana si usa esa estrategia.

La situacion es distinta si consideramos la estrategia opuesta: cortar en cada asalto la
cabeza de menor altura y, de entre las que altura minima, la que tenga un menor nimero
de hermanas.

Esta estrategia es definible en AP, pero se puede demostrar que no es posible demostrar
en AP que es una estrategia ganadora, pero la tnica prueba que conozco usa calculo
secuencial (el el teorema 8.27 de mi libro de Célculo secuencial).

Un poco mas de detalle.

Podemos considerar la funcion N(«) que determina el nimero de asaltos necesarios para,
vencer a la Hidra de ordinal « siguiendo la estrategia indicada, y es trivialmente una
funcién recursiva, pues un ordenador puede calcularla: sélo tiene que ir calculando el
combate siguiendo la estrategia y dar como salida el niimero de asaltos que ha necesitado
para acabar.

Que sea recursiva se traduce en que existe una férmula aritmética ¥ (a,n) (con una es-
tructura especialmente simple, a saber, que consta de un tnico cuantificador existencial
seguido de una férmula con cuantificadores acotados) que la representa en AP, es decir,
que si se cumple N(a) = n, en AP se puede demostrar ¢(a,n) y si N(a) # n, en AP se
puede demostrar —¢(a, ), donde & y 7 son los numerales correspondientes a los niimeros
naturales a y n (por ejemplo, si & = 3 entonces o = S550).

Eso significa que toda funciéon recursiva se puede calcular en AP. Sin embargo, eso no
significa que sea demostrablemente recursiva. Eso quiere decir que en AP se pueda de-
mostrar Ya3ln ¥ (a,n), lo que supone demostrar que 1 define una funcién sobre todos
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los nimeros naturales. (En realidad la clave es la existencia, pues la unicidad se puede
garantizar siempre modificando la férmula .)

Pues bien, si en AP se pudiera probar que la estrategia que he descrito es ganadora, la
funcién N(«) seria demostrablemente recursiva en AP, pues eso es lo que significa que la
estrategia es ganadora, que, para todo « existe un niimero de asaltos n tras el que la Hidra
muere. Pero sucede que eso es falso, la funcion N(«) no es demostrablemente recursiva
en AP, pero la prueba no es trivial.
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