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¿Qué es el axioma de elección?

Dada cualquier familia de conjuntos I que no contenga al vacío
existe una función de elección para I, es decir, existe una función
f : I → ⋃

i∈I i de modo que f (i) ∈ i para cada i ∈ I.
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¿Qué es el axioma de elección?

Dada cualquier familia de conjuntos I, existe una función de
elección para I, es decir, existe una función f : I → ⋃

i∈I i de modo
que f (i) ∈ i para cada i ∈ I.

Algunas consideraciones:

• El axioma nos habla de la existencia de la función de elección,
pero NO de una función de elección explícita.
• Bajo ciertas condiciones extras (p.e. si los elementos de I
están bien ordenados), podemos construir explícitamente la
función de elección.
• Si la familia I es finita, no necesitamos este axioma.
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¿Qué es el axioma de elección?
¿Cómo surge el axioma de elección?
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¿Qué es el axioma de elección?
¿Cómo surge el axioma de elección?

Georg Cantor (1845 - 1918)

Siempre es posible transformar
cualquier conjunto bien defini-
do en un conjunto bien orde-
nado. Más adelante diré más
sobre esta ley del pensamien-
to, que me parece fundamen-
tal y de gran trascendencia, y
que destaca especialmente por
su universalidad.

George Cantor (1883)
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Georg Cantor (1845 - 1918) David Hilbert (1862 - 1943)

Esteban Martínez Vañó Universidad de GranadaDepartamento de Análisis Matemático
El axioma de elección



¿Qué es el axioma de elección?
¿Cómo surge el axioma de elección?

David Hilbert (1862 - 1943)

Esteban Martínez Vañó Universidad de GranadaDepartamento de Análisis Matemático
El axioma de elección



¿Qué es el axioma de elección?
¿Cómo surge el axioma de elección?

David Hilbert (1862 - 1943)

Esteban Martínez Vañó Universidad de GranadaDepartamento de Análisis Matemático
El axioma de elección



¿Qué es el axioma de elección?
¿Cómo surge el axioma de elección?

David Hilbert (1862 - 1943)

Esteban Martínez Vañó Universidad de GranadaDepartamento de Análisis Matemático
El axioma de elección



¿Qué es el axioma de elección?
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¿Qué es el axioma de elección?

En términos modernos (aunque las pruebas de Zermelo son bastante
accesibles) podemos demostrar el teorema de Zermelo utilizando las
siguientes herramientas de la teoría de conjuntos:

Esteban Martínez Vañó Universidad de GranadaDepartamento de Análisis Matemático
El axioma de elección



¿Qué es el axioma de elección?

En términos modernos (aunque las pruebas de Zermelo son bastante
accesibles) podemos demostrar el teorema de Zermelo utilizando las
siguientes herramientas de la teoría de conjuntos:

Teorema: Teorema de Hartogs (ZF)

Dado un conjunto A, existe un conjunto h(A), que se denomina
número de Hartogs de A, que es el menor ordinal tal que no existe
una aplicación inyectiva f : h(A) −→ A.
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¿Qué es el axioma de elección?

En términos modernos (aunque las pruebas de Zermelo son bastante
accesibles) podemos el teorema de Zermelo utilizando las
siguientes herramientas de la teoría de conjuntos:

Teorema: Teorema de Hartogs (ZF)

Dado un conjunto A, existe un conjunto h(A), que se denomina
número de Hartogs de A, que es el menor ordinal tal que no existe
una aplicación inyectiva f : h(A) −→ A.

Teorema: Teorema de recursión transfinita (ZF)

Si G es una función de V en V (la clase de todos los conjuntos),
entonces existe una función F : Ω −→ V (con Ω la clase de todos
los ordinales) tal que

F (α) = G(F |α).
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Concretamente, demostraremos que en ZF son equivalentes:


(i) El axioma de elección.


(ii) El principio del buen orden.


Comencemos viendo que el axioma de elección implica el principio del buen orden.
Dado un conjunto A debemos ver que es posible dotarlo de un buen orden y, como todo
ordinal está bien ordenado, bastará con construir una función biyectiva f : λ −→ A siendo
λ un ordinal.
La idea será considerar cierto a que no esté en A1 y “definir” la función f como:


f(0) =



algún elemento de A si A 6= ∅


a si A = ∅


f(1) =



algún elemento de A \ {f(0)} si A \ {f(0)} 6= ∅


a si A \ {f(0)} = ∅
...


f(α) =



algún elemento de A \ ran (f |α) si A \ ran (f |α) 6= ∅


a si A \ ran (f |α) = ∅
...


Para formalizar esto necesitamos, por un lado, poder definir de forma recursiva la función
f , lo que obtendremos por el teorema de recursión transfinita, y por otro “elegir” elementos
de subconjuntos de A, lo que obtendremos por el axioma de elección.
Sin más, el axioma de elección nos garantiza la existencia de una función de elección para
el conjunto de partes de A y podemos entonces definir la función entre clases G : V −→ V
como:


G(x) =



g (A \ ran (x)) si x es una función y A \ ran (x) 6= ∅


a si se da otro caso
El teorema de recursión nos asegura entonces la existencia de una función entre clases
F : Ω −→ V tal que F (α) = G(F |α) para cada ordinal α, luego tenemos:


Si A \ ran (F |α) 6= ∅, entonces


F (α) = G(F |α) = g (A \ ran (F |α)) ∈ A \ ran (F |α) . (1)


Si A \ ran (F |α) = ∅, entonces


F (α) = G(F |α) = a. (2)
1Esto siempre es posible, pues sabemos que en ZF no existe el conjunto de todos los conjuntos.







Además, observemos que existe un ordinal γ < h(A) tal que F (γ) = a.
Si no fuera así entonces dados α < β < h(A) tenemos que F (β) 6= a, luego por (2)
A\ran (F |β) 6= ∅ y por (1) F (β) ∈ A\ran (F |β), con lo que en particular F (β) 6∈ ran (F |β)
y es pues F (β) 6= F (α). Considerando entonces la función F |h(A) : h(A) −→ A, lo visto
prueba que es inyectiva y esto contradice el teorema de Hartogs.
El buen orden de los ordinales nos permite entonces considerar el menor ordinal λ tal
que F (λ) = a y definir f = F |λ. Un argumento análogo al anterior muestra que f es una
función inyectiva de λ en A y resta únicamente ver que también es sobreyectiva. De no
ser así, es decir, si ran (F |λ) 6= A, entonces A \ ran (F |λ) 6= ∅ y obtenemos por (1) que


a = F (λ) ∈ A \ ran (F |λ)


lo que claramente es contradictorio, pues hemos tomado a 6∈ A.
Demostremos ahora el recíproco, es decir, que el principio del buen orden implica el
axioma de elección.
Dado un conjunto A tal que ∅ 6∈ A basta definir el conjunto


B =
⋃
a∈A


a


y considerar en él un buen orden, pues esto nos permite definir g : A→ B como


g(a) = min(a)


que es claramente una función de elección en A.







¿Qué es el axioma de elección?
¿Podría llevarnos el axioma de elección a una contradicción?
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¿Qué es el axioma de elección?
¿Podría llevarnos el axioma de elección a una contradicción?

Kurt Gödel (1906 - 1978)

Teorema: Gödel, 1938

Si ZF es consistente, entonces lo es ZFC.
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¿Qué es el axioma de elección?
¿Podría llevarnos el axioma de elección a una contradicción?
Gödel introdujo una jerarquía de conjuntos:

L0 = ∅
Lα+1 = Def(Lα)

Lλ = ⋃
α<λ Lα
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¿Qué es el axioma de elección?
¿Podría llevarnos el axioma de elección a una contradicción?
Gödel introdujo una jerarquía de conjuntos:

L0 = ∅
Lα+1 = Def(Lα)

Lλ = ⋃
α<λ Lα

A la clase

L =
⋃
α∈Ω

Lα

la llamo el universo constructible y demostró que es un modelo de
ZF más el axioma que afirma que todo conjunto es constructible,
teoría en la cual se puede demostrar el axioma de elección.
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¿Qué es el axioma de elección?

Moraleja: El axioma de elección, por sí mismo, no introduce
conjuntos “raros” de los que no tenemos ninguna descripción
concreta, pues si únicamente tratamos con conjuntos
constructibles es un teorema. Para que introduzca conjuntos
“raros”, debemos estar ya tratando con conjuntos “raros”.

Esteban Martínez Vañó Universidad de GranadaDepartamento de Análisis Matemático
El axioma de elección



¿Qué es el axioma de elección?
Pero, ¿podría ser redundante? ¿Podría ser un teorema de ZF?

Paul Cohen (1934 - 2007)

Teorema: Cohen, 1963

Si ZF es consistente, entonces lo es ZF¬C.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección
Son equivalentes:

(i) El axioma de elección.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección
Son equivalentes:

(i) El axioma de elección.
(ii) El lema de Zorn.
Todo conjunto ordenado en el cual toda cadena tiene cota superior
contiene un elemento maximal.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección
Son equivalentes:

(i) El axioma de elección.
(ii) El lema de Zorn.
(iii) El principio del buen orden.
Todo conjunto admite un buen orden.

El Axioma de Elección es claramente cierto, el Principio del Buen
Orden es claramente falso; ¿y quién puede decir nada sobre el lema

de Zorn?

Jerry L. Bona
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección
Son equivalentes:

(i) El axioma de elección.
(ii) El lema de Zorn.
(iii) El principio del buen orden.
(iv) Principio maximal de Hausdorff.
En cualquier conjunto ordenado cada cadena puede extenderse a
una cadena maximal.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección
Son equivalentes:

(i) El axioma de elección.
(ii) El lema de Zorn.
(iii) El principio del buen orden.
(iv) Principio maximal de Hausdorff.
(v) Ley de tricotomía para cardinales.
Dados dos conjuntos, o bien son equipotentes, o bien existe una
injección de uno al otro o viceversa.
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(vi) Teorema de Tarski.
Dados cualquier conjunto infinito A, existe una bijección entre A y
A× A.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección
Son equivalentes:

(i) El axioma de elección.
(ii) El lema de Zorn.
(iii) El principio del buen orden.
(iv) Principio maximal de Hausdorff.
(v) Ley de tricotomía para cardinales.
(vi) Teorema de Tarski.
Dados cualquier conjunto infinito A, existe una bijección entre A y
A× A.
Al intentar Tarski publicar su resultado en la Academia de las Cien-
cias de París Fréchet y Lebesgue lo rechazaron. Fréchet escribió
que una equivalencia entre dos resultados bien conocidos no es un
resultado nuevo. Lebesgue escribió que una equivalencia entre dos
proposiciones falsas no tiene interés ninguno.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección
Son equivalentes:

(i) El axioma de elección.
(ii) El lema de Zorn.
(iii) El principio del buen orden.
(iv) Principio maximal de Hausdorff.
(v) Ley de tricotomía para cardinales.
(vi) Teorema de Tarski
(vii) Toda función sobreyectiva tiene inversa por la derecha.
(viii) Todo espacio vectorial tiene una base.
(ix) Todo conjunto admite estructura de grupo (grupo abeliano,

anillo, anillo conmutativo, dominio de integridad con unidad).
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección
Son equivalentes:

(x) Teorema de Krull.
En todo anillo unitario, cualquier ideal puede extenderse a un ideal
maximal.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección
Son equivalentes:

(x) Teorema de Krull.
(xi) La bola dual de un espacio normado real tiene un punto

extremo.

Esteban Martínez Vañó Universidad de GranadaDepartamento de Análisis Matemático
El axioma de elección



Afirmaciones equivalentes al axioma de elección
Son equivalentes:

(x) Teorema de Krull.
(xi) La bola dual de un espacio normado real tiene un punto

extremo.
(xii) El teorema de Hahn-Banach junto al teorema de

Krein-Milman para subconjuntos quasicompactos convexos.
Un subconjunto K de un espacio vectorial topológico es quasicom-
pacto si cualquier familia de cerrados convexos con la propiedad de
intersección finita tiene intersección no vacía.
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(xiii) El producto cartesiano de espacios conexos es conexo.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección
Son equivalentes:

(x) Teorema de Krull.
(xi) La bola dual de un espacio normado real tiene un punto

extremo.
(xii) El teorema de Hahn-Banach junto al teorema de

Krein-Milman para subconjuntos quasicompactos convexos.
(xiii) El producto cartesiano de espacios conexos es conexo.
(xiv) Teorema de Tychonoff.
El producto cartesiano de espacios compactos es compacto.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección
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(xii) El teorema de Hahn-Banach junto al teorema de

Krein-Milman para subconjuntos quasicompactos convexos.
(xiii) El producto cartesiano de espacios conexos es conexo.
(xiv) Teorema de Tychonoff.
(xv) En la topología producto, la clausura del producto cartesiano

de una familia de subconjuntos es igual al producto de las
clausuras.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección
Son equivalentes:

(x) Teorema de Krull.
(xi) La bola dual de un espacio normado real tiene un punto

extremo.
(xii) El teorema de Hahn-Banach junto al teorema de

Krein-Milman para subconjuntos quasicompactos convexos.
(xiii) El producto cartesiano de espacios conexos es conexo.
(xiv) Teorema de Tychonoff.
(xv) En la topología producto, la clausura del producto cartesiano

de una familia de subconjuntos es igual al producto de las
clausuras.

(xvi) Teorema de Löwenheim–Skolem.
Si una teoría axiomática tiene un modelo de cardinal κ, entonces
tiene un modelo de cardinal µ para cada ℵ0 ≤ µ ≤ κ.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de elección
Son equivalentes:

(x) Teorema de Krull.
(xi) La bola dual de un espacio normado real tiene un punto

extremo.
(xii) El teorema de Hahn-Banach junto al teorema de

Krein-Milman para subconjuntos quasicompactos convexos.
(xiii) El producto cartesiano de espacios conexos es conexo.
(xiv) Teorema de Tychonoff.
(xv) En la topología producto, la clausura del producto cartesiano

de una familia de subconjuntos es igual al producto de las
clausuras.

(xvi) Teorema de Löwenheim–Skolem.
(xvii) Todo grafo conexo tiene un árbol generador.
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Formas débiles del axioma de elección

HCG

AE

TUED
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Formas débiles del axioma de elección

• HCG: Hipótesis del continuo generalizada.
Dados κ y µ cardinales infinitos, si κ ≤ µ < 2κ, entonces κ = µ.
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Formas débiles del axioma de elección

• HCG: Hipótesis del continuo generalizada.
• AE: Axioma de elección.
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Formas débiles del axioma de elección

• HCG: Hipótesis del continuo generalizada.
• AE: Axioma de elección.
• ED: Axioma de elecciones dependientes.

Para cualquier relación entera R sobre un conjunto X (es decir, tal
que para cada x ∈ X existe un y ∈ Y de modo que xRy) existe una
sucesión {xn}n∈N tal que xnRxn+1 para cada n ∈ N.
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Formas débiles del axioma de elección

• HCG: Hipótesis del continuo generalizada.
• AE: Axioma de elección.
• ED: Axioma de elecciones dependientes.
• TU: Teorema de los ultrafiltros.

Todo filtro sobre un conjunto se extiende a un ultrafiltro.
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Formas débiles del axioma de elección

• HCG: Hipótesis del continuo generalizada.
• AE: Axioma de elección.
• ED: Axioma de elecciones dependientes.
• TU: Teorema de los ultrafiltros.
• TN: Teorema de Tychonoff para productos numerables.

Todo producto numerable de espacios compactos es compacto.
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Formas débiles del axioma de elección

• HCG: Hipótesis del continuo generalizada.
• AE: Axioma de elección.
• ED: Axioma de elecciones dependientes.
• TU: Teorema de los ultrafiltros.
• TN: Teorema de Tychonoff para productos numerables.
• TDU: Teorema débil de los ultrafiltros.

Todo conjunto infinito tiene un ultrafiltro libre.
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Formas débiles del axioma de elección

• HCG: Hipótesis del continuo generalizada.
• AE: Axioma de elección.
• ED: Axioma de elecciones dependientes.
• TU: Teorema de los ultrafiltros.
• TN: Teorema de Tychonoff para productos numerables.
• TDU: Teorema débil de los ultrafiltros.
• AE(Fin): Axioma de elección para familias de conjuntos finitos.

Todo familia de conjuntos finitos (no vacíos) tiene una función de
elección.
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• AEN: Axioma de elección numerable.

Todo familia numerable de conjuntos (no vacíos) tiene una función
de elección.
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Formas débiles del axioma de elección

• HCG: Hipótesis del continuo generalizada.
• AE: Axioma de elección.
• ED: Axioma de elecciones dependientes.
• TU: Teorema de los ultrafiltros.
• TN: Teorema de Tychonoff para productos numerables.
• TDU: Teorema débil de los ultrafiltros.
• AE(Fin): Axioma de elección para familias de conjuntos finitos.
• AEN: Axioma de elección numerable.
• HB: Teorema de Hahn-Banach

Todo funcional lineal y acotado en un subespacio normado puede
extenderse a un funcional en todo el espacio y con la misma norma.
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Formas débiles del axioma de elección

• HCG: Hipótesis del continuo generalizada.
• AE: Axioma de elección.
• ED: Axioma de elecciones dependientes.
• TU: Teorema de los ultrafiltros.
• TN: Teorema de Tychonoff para productos numerables.
• TDU: Teorema débil de los ultrafiltros.
• AE(Fin): Axioma de elección para familias de conjuntos finitos.
• AEN: Axioma de elección numerable.
• HB: Teorema de Hahn-Banach
• TDU(N): Teorema débil de los ultrafiltros en N.

Existe un ultrafiltro libre en N.
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Formas débiles del axioma de elección

• HCG: Hipótesis del continuo generalizada.
• AE: Axioma de elección.
• ED: Axioma de elecciones dependientes.
• TU: Teorema de los ultrafiltros.
• TN: Teorema de Tychonoff para productos numerables.
• TDU: Teorema débil de los ultrafiltros.
• AE(Fin): Axioma de elección para familias de conjuntos finitos.
• AEN: Axioma de elección numerable.
• HB: Teorema de Hahn-Banach
• TDU(N): Teorema débil de los ultrafiltros en N.
• AE(n): Axioma de elección para familias de conjuntos con n
elementos.

Todo familia formada por conjuntos con n elementos tiene una fun-
ción de elección.Esteban Martínez Vañó Universidad de GranadaDepartamento de Análisis Matemático
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Formas débiles del axioma de elección

• TUN: Teorema de la unión numerable.
La unión numerable de conjuntos numerables es numerable.
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Formas débiles del axioma de elección

• TUN: Teorema de la unión numerable.
• FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.

Un conjunto es infinito si no es equipotente a ningún numero natural.
Un conjunto es Dedekind-infinito si es equipotente a un subconjunto
propio o, equivalentemente, si tiene un subconjunto numerable.
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Formas débiles del axioma de elección

• TUN: Teorema de la unión numerable.
• FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.
• AEN(R): Axioma de elección numerable en R.

Todo familia numerable de conjuntos (no vacíos) de R tiene una
función de elección.
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Formas débiles del axioma de elección

• TUN: Teorema de la unión numerable.
• FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.
• AEN(R): Axioma de elección numerable en R.
• PBT: Paradoja de Banach-Tarski.

Existe una partición {A1, · · · ,An,B1, · · · ,Bn} de la bola unidad B
en R3 y ciertas isometrías f1, · · · , fn, g1, · · · , gn tales que:

B =
n⋃

i=1
fi (Ai )

B =
n⋃

i=1
gi (Bi ).
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Formas débiles del axioma de elección

• TUN: Teorema de la unión numerable.
• FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.
• AEN(R): Axioma de elección numerable en R.
• PBT: Paradoja de Banach-Tarski.
• TDU(?): Existe un conjunto que tiene un ultrafiltro libre.
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Formas débiles del axioma de elección

• TUN: Teorema de la unión numerable.
• FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.
• AEN(R): Axioma de elección numerable en R.
• PBT: Paradoja de Banach-Tarski.
• TDU(?): Existe un conjunto que tiene un ultrafiltro libre.
• TUN(R): Teorema de la unión numerable en R.

La unión numerable de subconjuntos numerables de R es numerable.
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Formas débiles del axioma de elección

• TUN: Teorema de la unión numerable.
• FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.
• AEN(R): Axioma de elección numerable en R.
• PBT: Paradoja de Banach-Tarski.
• TDU(?): Existe un conjunto que tiene un ultrafiltro libre.
• TUN(R): Teorema de la unión numerable en R.
• AEN(Fin): Ax. de elección numerable para conjuntos finitos.

Todo familia numerable de conjuntos finitos (no vacíos) tiene una
función de elección.

Esteban Martínez Vañó Universidad de GranadaDepartamento de Análisis Matemático
El axioma de elección



Formas débiles del axioma de elección

• TUN: Teorema de la unión numerable.
• FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.
• AEN(R): Axioma de elección numerable en R.
• PBT: Paradoja de Banach-Tarski.
• TDU(?): Existe un conjunto que tiene un ultrafiltro libre.
• TUN(R): Teorema de la unión numerable en R.
• AEN(Fin): Ax. de elección numerable para conjuntos finitos.
• FIN(R): Todo conjunto infinito de R es Dedekind-infinito.
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Formas débiles del axioma de elección

• TUN: Teorema de la unión numerable.
• FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.
• AEN(R): Axioma de elección numerable en R.
• PBT: Paradoja de Banach-Tarski.
• TDU(?): Existe un conjunto que tiene un ultrafiltro libre.
• TUN(R): Teorema de la unión numerable en R.
• AEN(Fin): Ax. de elección numerable para conjuntos finitos.
• FIN(R): Todo conjunto infinito de R es Dedekind-infinito.
• NML: Existen conjuntos no medibles-Lebesgue.
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Formas débiles del axioma de elección

• TUN: Teorema de la unión numerable.
• FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.
• AEN(R): Axioma de elección numerable en R.
• PBT: Paradoja de Banach-Tarski.
• TDU(?): Existe un conjunto que tiene un ultrafiltro libre.
• TUN(R): Teorema de la unión numerable en R.
• AEN(Fin): Ax. de elección numerable para conjuntos finitos.
• FIN(R): Todo conjunto infinito de R es Dedekind-infinito.
• NML: Existen conjuntos no medibles-Lebesgue.
• TUN(Fin): La unión num. de conjuntos finitos es numerable.
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Formas débiles del axioma de elección

• TUN: Teorema de la unión numerable.
• FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.
• AEN(R): Axioma de elección numerable en R.
• PBT: Paradoja de Banach-Tarski.
• TDU(?): Existe un conjunto que tiene un ultrafiltro libre.
• TUN(R): Teorema de la unión numerable en R.
• AEN(Fin): Ax. de elección numerable para conjuntos finitos.
• FIN(R): Todo conjunto infinito de R es Dedekind-infinito.
• NML: Existen conjuntos no medibles-Lebesgue.
• TUN(Fin): La unión num. de conjuntos finitos es numerable.
• AEN(n): Ax. de elección num. para conjuntos con n elementos.
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Formas débiles del axioma de elección

• TUN: Teorema de la unión numerable.
• FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.
• AEN(R): Axioma de elección numerable en R.
• PBT: Paradoja de Banach-Tarski.
• TDU(?): Existe un conjunto que tiene un ultrafiltro libre.
• TUN(R): Teorema de la unión numerable en R.
• AEN(Fin): Ax. de elección numerable para conjuntos finitos.
• FIN(R): Todo conjunto infinito de R es Dedekind-infinito.
• NML: Existen conjuntos no medibles-Lebesgue.
• TUN(Fin): La unión num. de conjuntos finitos es numerable.
• AEN(n): Ax. de elección num. para conjuntos con n elementos.
• TUN(2): La unión num. de cjtos. con dos elementos es num.
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Formas débiles del axioma de elección

• TUN: Teorema de la unión numerable.
• FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.
• AEN(R): Axioma de elección numerable en R.
• PBT: Paradoja de Banach-Tarski.
• TDU(?): Existe un conjunto que tiene un ultrafiltro libre.
• TUN(R): Teorema de la unión numerable en R.
• AEN(Fin): Ax. de elección numerable para conjuntos finitos.
• FIN(R): Todo conjunto infinito de R es Dedekind-infinito.
• NML: Existen conjuntos no medibles-Lebesgue.
• TUN(Fin): La unión num. de conjuntos finitos es numerable.
• AEN(n): Ax. de elección num. para conjuntos con n elementos.
• TUN(2): La unión num. de cjtos. con dos elementos es num.
• AEN(2): Ax. de elección num. para conjuntos con 2 elementos.
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Finitud

En ZF puede ocurrir que:

• La unión Dedekind-finita de conjuntos Dedekind-finitos es
Dedekind-infinita.
• El conjunto de partes de un conjunto Dedekind-finito sea
Dedekind-infinito.
• La imagen de un conjunto Dedekind-finito sea
Dedekind-infinita.

Sin embargo, si se tiene que en ZF se cumplen:

• La unión finita de conjuntos finitos es finita.
• El conjunto de partes de un conjunto finito es finito.
• La imagen de un conjunto finito es finita.
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Finitud

El culpable es el axioma FIN, pues si bien es cierto en ZF que todo
conjunto finito es Dedekind-finito, tenemos que son equivalentes
en ZF:

• La unión Dedekind-finita de conjuntos Dedekind-finitos es
Dedekind-finita.
• El conjunto de partes de un conjunto Dedekind-finito es
Dedekind-finito.
• La imagen de un conjunto Dedekind-finito es Dedekind-finita.
• Todo conjunto Dedekind-finito es finito.
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Orden

En ZF existe un subconjunto no vacío X de R tal que:

• X no contiene ninguna sucesión decreciente, pero no está bien
ordenado.
• X es infinito, pero no contiene ninguna sucesión estrictamente
creciente, ni estrictamente decreciente.
• X no tiene máximo, pero no contiene ninguna sucesión
estrictamente creciente.
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Orden

En ZF existe un subconjunto no vacío X de R tal que:
• X no contiene ninguna sucesión decreciente, pero no está bien
ordenado.
• X es infinito, pero no contiene ninguna sucesión estrictamente
creciente, ni estrictamente decreciente.
• X no tiene máximo, pero no contiene ninguna sucesión
estrictamente creciente.

En efecto, X como un subconjunto infinito y Dedekind-
finito.
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Si X es un conjunto infinito y Dedekind-finito no tiene ningún subconjunto numerable,
luego no puede contener sucesiones infinitas y, en particular, sucesiones estrictamente
monótonas. Además, X no está bien ordenado, pues si así fuera podríamos definir de
forma recursiva la sucesión infinita1


x0 = min(X)
xn+1 = min (X \ {xm : m ≤ n}) .


Finalmente, si X tuviera máximo, entonces debe existir un conjunto finito F tal que
Y = X \ F sea infinito y sin máximo, pues de no ser así, es decir, si cada subconjunto de
X de la forma X \F con F finito es finito o tiene máximo, entonces podríamos definir en
X la sucesión infinita


x0 = max(X)
xn+1 = max (X \ {xm : m ≤ n}) .


Este conjunto Y es el buscado, pues es infinito, no tiene máximo y claramente es Dedekind-
finito (por ser un subconjunto de X), luego por lo visto tampoco contiene sucesiones
estrictamente monótonas y no está bien ordenado.


1Observemos que X \ {xm : m ≤ n} nunca es vacío al ser X infinito.







Álgebra

En ZF existen:

• Espacios vectoriales sin base.
• Espacios vectoriales con dos bases de distinto cardinal.
• Un espacio vectorial con un subespacio no complementado.
• Un espacio vectorial puede tener únicamente subespacios
propios de dimensión finita, pero no ser finito-dimensional.

De hecho, en ZF son equivalentes:

• Todo espacio vectorial tiene base.
• Todo subespacio de un espacio vectorial está complementado.
• El axioma de elección.
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Análisis

Antes de ver los “desastres”, observemos que en ZF sí se cumplen:
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Análisis

Antes de ver los “desastres”, observemos que en ZF sí se cumplen:

• R y todos sus subespacios son metrizables.
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• Un subespacio de R es compacto si, y solo si, es cerrado y
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• Todo conjunto infinito y acotado de R tiene un punto de acu-
mulación en R.
• Una función f : R −→ R es continua es secuen-

cialmente continua.
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Demostraremos que es un teorema de ZF la siguiente equivalencia1


Una función f : R −→ R es continua si, y solo si, es secuencialmente continua.


Que toda función continua es secuencialmente continua se demuestra en ZF exactamente
igual que en ZFC (basta tener en cuenta las definiciones de continuidad y de convergencia
de sucesiones), por lo que nos centraremos en el recíproco.
Antes de dar una demostración en ZF, recordemos la demostración clásica en ZFC
(más concretamente en ZF + AEN(R)).
Por reducción al absurdo supongamos que f es secuencialmente continua, pero no conti-
nua. Entonces existe algún punto x ∈ R y un ε > 0 tal que para cada δ > 0 existe un
y ∈ R tal que


|x− y| < δ y |f(x)− f(y)| ≥ ε.


En particular, para cada n ∈ N con n ≥ 1 tenemos que el conjunto


An =
{
y ∈ R : |x− y| < 1


n
∧ |f(x)− f(y)| ≥ ε


}
6= ∅


y por el axioma de elección numerable en R tenemos que existe una función de elección


g : {An : n ≥ 1} −→
⋃


n≥1
An.


Definiendo la sucesión xn = g(An) ∈ An es claro que {xn}∞n=1 converge a x, pero que
{f(xn)}∞n=1 no converge a f(x) contradiciendo el hecho de que f es secuencialmente con-
tinua.
Pasemos ahora a la demostración en ZF de que toda función f : R −→ R secuencial-
mente continua es continua.
Para ello necesitaremos el siguiente lema cuya demostración veremos al final:


Lema. Sea f : R −→ R una función secuencialmente continua. Entonces, dado x ∈ R se
cumple que f |Q∪{x} es continua en x.


Sea pues x ∈ R fijo y veamos que f es continua en x.
Fijado ε > 0 por el Lema sabemos que f |Q∪{x} es continua en x y, por tanto, que existe
un δ > 0 tal que


∀y
(
y ∈ Q ∧ |x− y| < δ → |f(x)− f(y)| < ε


2


)
. (1)


Veamos que para cualquier z ∈ R tal que |x− z| < δ se cumple que |f(x)− f(z)| < ε, lo
que junto a la arbitrariedad de ε prueba que, en efecto, f es continua en x.
Fijado pues z ∈ R tal que |x− z| < δ, por el Lema sabemos que f |Q∪{z} es continua en z,
luego existe un γ > 0 tal que


∀y
(
y ∈ Q ∧ |z − y| < γ → |f(z)− f(y)| < ε


2


)
. (2)


1Recordemos que una función f : R −→ R es secuencialmente continua en un punto x si para
cualquier sucesión {xn}n∈N convergente a x se tiene que la sucesión {f(xn)}n∈N converge a f(x). Se dice
que f es secuencialmente continua si lo es en cada punto x ∈ R.







Con todo, como Q es denso en R existe un y ∈ Q tal que


|z − y| < min{γ, δ + (z − x), δ − (z − x)},


luego en particular también cumple que |x− y| < δ y por (1) y (2) obtenemos que


|f(x)− f(z)| ≤ |f(x)− f(y)|+ |f(y)− f(z)| < ε


2 + ε


2 = ε.


Finalmente, demostremos el lema que faltaba por probar.
Supongamos por reducción al absurdo que existe un x ∈ R tal que la función f |Q∪{x} no es
continua en x. Tenemos entonces que existe un ε > 0 tal que para cada n ∈ N el conjunto


An =
{
q ∈ Q : |x− q| < 1


n+ 1 ∧ |f(x)− f(q)| ≥ ε
}
6= ∅.


Considerando entonces una enumeración de los racionales {qn}n∈N, podemos definir una
función h : N −→ N como


h(n) = min{k ∈ N : qk ∈ An}


y a partir de ella la sucesión xn = qh(n). Es claro entonces que xn ∈ An para cada n ∈ N,
luego dicha sucesión converge a x, pero claramente la sucesión {f(xn)}n∈N no converge a
f(x) y esto contradice el hecho de que f sea secuencialmente continua.







Análisis

Antes de ver los “desastres”, observemos que en ZF sí se cumplen:

• R y todos sus subespacios son metrizables.
• R y todos sus subespacios tienen bases numerables.
• R es separable.
• Un subespacio de R es conexo si, y solo si, es un intervalo.
• Un subespacio de R es compacto si, y solo si, es cerrado y
acotado.
• Todo conjunto infinito y acotado de R tiene un punto de acu-
mulación en R.
• Una función f : R −→ R es continua es secuen-

cialmente continua.
• Una función f : [0, 1] −→ R es continua si, y solo si, es unifor-

memente continua.
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Análisis

Sin embargo, en ZF puede ocurrir:
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Análisis

Sin embargo, en ZF puede ocurrir:

• R no es Fréchet-Urysohn.
Existe un subconjunto A ⊂ R y un punto a ∈ Ā de modo que no
existe ninguna sucesión contenida en A que converja al punto a.
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Análisis

Sin embargo, en ZF puede ocurrir:

• R no es Fréchet-Urysohn.
• R no es secuencial.

Existe un subconjunto A ⊂ R tal que para cualquier sucesión
{an}n∈N ⊂ A convergente a cierto x ∈ R se cumple que x ∈ A,
pero de modo que A no es cerrado.
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Análisis

Sin embargo, en ZF puede ocurrir:

• R no es Fréchet-Urysohn.
• R no es secuencial.
• R no es Lindelöf.

Un espacio topológico X es Lindelöf si todo cubrimiento abierto de
X tiene un subcubrimiento numerable.

Esteban Martínez Vañó Universidad de GranadaDepartamento de Análisis Matemático
El axioma de elección



Análisis

Sin embargo, en ZF puede ocurrir:

• R no es Fréchet-Urysohn.
• R no es secuencial.
• R no es Lindelöf.
• Existen subespacios de R no separables.
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Sin embargo, en ZF puede ocurrir:

• R no es Fréchet-Urysohn.
• R no es secuencial.
• R no es Lindelöf.
• Existen subespacios de R no separables.
• Existen subespacios completos y no cerrados.
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Sin embargo, en ZF puede ocurrir:

• R no es Fréchet-Urysohn.
• R no es secuencial.
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• Existen subespacios de R no separables.
• Existen subespacios completos y no cerrados.
• Existen subespacios secuencialmente compactos y no compac-
tos.
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Sin embargo, en ZF puede ocurrir:
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• Existen subespacios de R no separables.
• Existen subespacios completos y no cerrados.
• Existen subespacios secuencialmente compactos y no compac-
tos.
• Existen funciones f : R −→ R secuencialmente continuas en

un punto x , pero no continuas en x .
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Análisis

Sin embargo, en ZF puede ocurrir:

• R no es Fréchet-Urysohn.
• R no es secuencial.
• R no es Lindelöf.
• Existen subespacios de R no separables.
• Existen subespacios completos y no cerrados.
• Existen subespacios secuencialmente compactos y no compac-
tos.
• Existen funciones f : R −→ R secuencialmente continuas en

un punto x , pero no continuas en x .
• Existen funciones f : X ⊂ R −→ R secuencialmente continuas,
pero no continuas.
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Análisis

Basta considerar el axioma AEN(R) para solucionar todos estos
“desastres” y, de hecho, en ZF son equivalentes:

• AEN(R)
• R es Fréchet-Urysohn.
• R es Lindelöf.
• Todo subespacios de R es separable.
• Una función f : R −→ R es continua en un punto x si, y solo
si, es secuencialmente continua en x .
• Para cualquier subconjunto X ⊂ R, una función f : X −→ R
es continua si, y solo si, es secuencialmente continua.
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si, es secuencialmente continua en x .
• Para cualquier subconjunto X ⊂ R, una función f : X −→ R
es continua si, y solo si, es secuencialmente continua.
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Análisis

Es resto de puntos son equivalentes en ZF al axioma AEN(cR), el
axioma de elección numerable para familias de subespacios
completos (no vacíos) de R. Es decir, son equivalentes:

• AEN(cR)
• R es secuencial.
• Todos subespacio completo de R es cerrado.
• Todo subespacio secuencialmente compacto de R es
compacto.
• AE(cR).
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Análisis

Otros “desastres” importantes son:

• El axioma de elección es equivalente al teorema de
Krein-Milman junto al teorema de Alaoglu-Bourbaki.
• El teorema de Hahn-Banach no es un teorema de ZF, así
como tampoco lo son ninguno de los teoremas básicos del
análisis funcional:

Teorema de la aplicación abierta Teorema de la gráfica cerrada AEN

Teorema de Banach-Steinhaus

AEN(R)

• El teorema de Arzelà-Ascoli es equivalente al axioma AEN(R).
• El axioma de elecciones dependientes (ED) es equivalente al
teorema de categorias de Baire.
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Topología

En ZF se cumplen:

• El axioma de elección es equivalente al teorema de Tychonoff.
• Son equivalentes:

• El teorema de los ultrafiltros.
• El producto de espacios de Hausdorff compactos es

compacto.
• El cubo de Hilbert ([0, 1]J) es compacto.
• El cubo de Cantor ({0, 1}J) es compacto.
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Teoría de grafos
En ZFC se puede probar que para todo grafo G y todo natural n
son equivalentes:

• G es n-coloreable.
• Todo subgrafo finito de G es n-coloreable.

Sin embargo, en ZF se tiene que son equivalentes:

• Si todo subgrafo finito de un grafo G es 2-coloreable,
entonces lo es G .
• AEN(2).

Podemos salvar el caso para n = 2 en ZF exigiendo además que G
sea conexo, pero para n = 3 no hay esperanza, pues son
equivalentes:

• Si todo subgrafo finito de un grafo G es 3-coloreable,
entonces lo es G .
• El teorema de los ultrafiltros.
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Análisis
Decimos que una función f : R −→ R satisface la ecuación de
Cauchy si

f (x + y) = f (x) + f (y), ∀x , y ∈ R.
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que si f satisface la ecuación de Cauchy y es continua,

entonces f es una función lineal.
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Veamos que si f es una solución continua de la ecuación de Cauchy, entonces es lineal, es
decir, f(x) = xf(1) para cada x ∈ R.
En primer lugar, observemos que


f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0),


luego


f(0) = 0. (1)


Además, es claro que para cualquier x ∈ R


f(2x) = f(x + x) = f(x) + f(x) = 2f(x)


y de forma inductiva es inmediato ver que


∀x ∈ R ∀n ∈ N f(nx) = nf(x). (2)


Más aún, observemos que dado x ∈ R se tiene por (1) que


f(x) + f(−x) = f(x + (−x)) = f(0) = 0,


luego


∀x ∈ R f(−x) = −f(x) (3)


y juntando (2) y (3) obtenemos que


∀x ∈ R ∀n ∈ Z f(nx) = nf(x). (4)


Más aún, dado x ∈ R y n ∈ Z \ {0} se tiene por (4) que


f(x) = f
(


n


n
x


)
= nf


( 1
n


x
)


,


con lo que obtenemos que


∀x ∈ R ∀n ∈ Z \ {0} f
(


x


n


)
= 1


n
f(x). (5)


Juntando (4) y (5) concluimos que


∀x ∈ R ∀q ∈ Q f(qx) = qf(x), (6)


es decir, que f es Q-lineal.
Finalmente, si f es continua y es x ∈ R, podemos tomar una sucesión {qn}n∈N ⊂ Q que
converja a x y tenemos por (6) y el hecho de que toda función continua es secuencialmente
continua (incluso en ZF) que


f(x) = lim f(qn) = lim f(qn · 1) = lim qnf(1) = xf(1).
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¿Existen soluciones no continuas?
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Finalmente, si f es continua y es x ∈ R, podemos tomar una sucesión {qn}n∈N ⊂ Q que
converja a x y tenemos por (6) y el hecho de que toda función continua es secuencialmente
continua (incluso en ZF) que


f(x) = lim f(qn) = lim f(qn · 1) = lim qnf(1) = xf(1).







Análisis
Decimos que una función f : R −→ R satisface la ecuación de
Cauchy si

f (x + y) = f (x) + f (y), ∀x , y ∈ R.
que si f satisface la ecuación de Cauchy y es continua,

entonces f es una función lineal.

¿Existen soluciones no continuas?

Una solución no continua de la ecuación de Cauchy se dice que es
una solución fea.
Usando el podemos construirlas, ¿pero es real-
mente este axioma el culpable?
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Bajo el axioma de elección sabemos que R tendrá una base B como Q-espacio vectorial.
Fijando β ∈ B definimos la única aplicación Q-lineal f : R −→ R que cumple que
f(β) = 1 y f(b) = 0 para cada b ∈ B \ {β}. Por la Q-linealidad es claro que f es aditiva,
luego que cumple la ecuación de Cauchy, pero veamos que f no es continua.
Para ello, observemos en primer lugar que la imagen de f está contenida en Q, pues dado
x ∈ R podemos expresarlo como


x =
n∑


i=1
qibi


para ciertos qi ∈ Q y bi ∈ B, luego por ser f Q-lineal tenemos que


f(x) =
n∑


i=1
qif(bi) ∈ Q


al ser f(bi) ∈ {0, 1}.
Así, si f fuera continua, por ser solución de la ecuación de Cauchy tendríamos que es lineal,
pero entonces tomando ξ vuestro número irracional favorito tendríamos que f(ξβ) ∈ Q,
pero


f(ξβ) = ξf(β) = ξ.







Análisis
Decimos que una función f : R −→ R satisface la ecuación de
Cauchy si

f (x + y) = f (x) + f (y), ∀x , y ∈ R.
que si f satisface la ecuación de Cauchy y es continua,

entonces f es una función lineal.

¿Existen soluciones no continuas?

Una solución no continua de la ecuación de Cauchy se dice que es
una solución fea.
Usando el podemos construirlas, ¿pero es real-
mente este axioma el culpable?

Teorema

En ZF una función fea es no medible, luego la existencia de funcio-
nes feas implica la existencia de conjuntos no medibles-Lebsegue.
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Análisis

AE(R)ED + 2ℵ0 ≤ ℵ1 TDU

TDU(N)AE(2)Existen funciones feas

Existen conjuntos no medibles-Lebesgue
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Geometría
Existen algunos resultados geométricos en ZFC que aunque no
sean “molestos” para la intuición, resultan muy curiosos:

• En ZFC existe un subconjunto de R2 que corta cada recta del
plano en exactamente dos puntos.
• En ZFC existe una partición de R3 formada por círculos de
radio 1 (en este caso tal vez no sea necesario el axioma de
elección [Fat25], [Fat24]).

Sin embargo, la cumbre del “odio” al axioma de elección se lo lleva
el siguiente teorema:

Teorema: Paradoja de Banach-Tarski (ZFC)

Dados A,B ⊂ R3 acotados con interior no vacío, existen particiones
finitas {A1, · · · ,An} y {B1, · · · ,Bn} de A y B respectivamente e
isometrías f1, · · · , fn tales que fi (Ai ) = Bi para cada i = 1, · · · , n.
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Teoría de juegos

Un juego G es una 4-tupla

G = G(n, (X1, · · · ,Xn), (Y1, · · · ,Yn),A)

donde:
• n ∈ Z+ es el número de jugadas por jugador.

• (X1, · · · ,Xn) ((Y1, · · · ,Yn)) es una n-tupla de conjuntos no
vacíos cuyos elementos son los posibles movimientos del
primer (segundo) jugador en cada jugada.
• A ⊂

∏n
i=1 Xi × Yi es el conjunto ganador para el segundo

jugador.
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Teoría de juegos

Un juego G se juega como sigue:
• Los jugadores escogen sucesivamente elementos

x1 ∈ X1, y1 ∈ Y1, · · · , xn ∈ Xn, yn ∈ Yn

conociendo en cada jugada los resultados anteriores.

• La 2n-tupla (x1, y1, · · · , xn, yn) se llama el resultado del juego
y el segundo jugador gana si ésta pertence a A. En caso
contrario gana el primer jugador.
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Teoría de juegos

Una estrategia para el primer jugador es una n-tupla de funciones
σ = (σ1, · · · , σn) con

σi :
∏
j<i

(Xj × Yj) −→ Xi

Una estrategia σ para el primer jugador se dice que es ganadora si
para cualquier n-tupla (y1, · · · , yn) ∈ ∏n

i=1 Yi la 2n-tupla
(x1, y1, · · · , xn, yn) definida como

x1 =σ1(∅)
xi+1 =σi+1((x1, y1), · · · , (xi , yi ))

no pertenece a A. Es decir, si el primer jugador gana siempre que
utilice la estrategia σ sin importar lo que haga el segundo jugador.
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Teoría de juegos

De forma análoga se define una estrategia ganadora para el
segundo jugador, y diremos que un juego G está determinado si
existe una estrategia ganadora para alguno de los jugadores.

Teorema

En ZF, si {Xi}n
i=1, {Yi}n

i=1 son familias de conjuntos finitos, enton-
ces el juego

G(n, (X1, · · · ,Xn), (Y1, · · · ,Yn),A)

está determinado para cualquier A ⊂
∏n

i=1 Xi × Yi .
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Teoría de juegos

Es fácil extender la noción de juego a juegos infinitos (con infinitas
jugadas), que denotaremos por

G(ω, {Xi}i∈ω, {Yi}i∈ω,A),

y es inmediato ver que los juegos dados por la definición anterior se
identifican con aquellos donde Xi = Yi = {0} a partir de cierto
natural n0. Además, tendrán una estrategia ganadora si, y solo si,
la tienen el correspondiente juego finito. Por esta razón,
llamaremos a este tipo de juegos finitos.
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Teoría de juegos

Es claro entonces que el teorema anterior puede reformularse en
términos de juegos finitos:

Teorema

En ZF, si {Xi}i∈ω, {Yi}i∈ω son familias de conjuntos finitos y el
juego

G(ω, {Xi}i∈ω, {Yi}i∈ω,A)
es finito, entonces está determinado para cada A ⊂

∏
i∈ω Xi × Yi .
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Teoría de juegos
Los problemas surgen cuando consideramos juegos infinitos o con
infinitas posibilidades por jugada:

Teorema

Son equivalentes en ZF:

(i) Todo juego finito está determinado.
(ii) Todo juego de una jugada está determinado.
(iii) El axioma de elección.

Teorema

En ZFC existe un subconjunto A de ({0, 1} × {0, 1})N tal que el
juego

G
(
ω, {0, 1}N, {0, 1}N,A

)
no está determinado
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Teoría de juegos

¿Cómo solventamos estos problemas sobre la determinación de
juegos?

Definición: Axioma de determinación (AD)

Todo juego de la forma

G
(
ω, {0, 1}N, {0, 1}N,A

)
,

o equivalentemente de la forma

G
(
ω,NN,NN,A

)
,

está determinado.
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Teoría de juegos

No se sabe si ZF + AD es equiconsistente con ZF, pero si se sabe
que:

• ZF + AD es equiconsistente con ZFC junto a la existencia de
infinitos cardinales de Woodin.
• Si ZF + AD es consistente, entonces lo es ZF + AD + ED.

Axioma de determinación

No existen funciones feas
Todo subconjunto de R

es medible-Lebesgue
No existen

ultrafiltros libres en N
AEN(R)HC

La medida de Lebesgue es σ-aditiva
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Axioma de determinación

No existen funciones feas
Todo subconjunto de R

es medible-Lebesgue
No existen

ultrafiltros libres en N
AEN(R)HC

La medida de Lebesgue es σ-aditiva
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