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i Qué es el axioma de eleccién?

Dada cualquier familia de conjuntos / que no contenga al vacio
existe una funcién de eleccién para /, es decir, existe una funcién
f:1— U, i de modo que f(i) € i para cada i€ /.
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i Qué es el axioma de eleccién?

Dada cualquier familia de conjuntos /, existe una funcién de
eleccién para /, es decir, existe una funcién f : | — J;c; i de modo
que f(i) € i paracada i € .
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i Qué es el axioma de eleccién?

Dada cualquier familia de conjuntos /, existe una funcién de
eleccién para /, es decir, existe una funcién f : | — J;c; i de modo
que f(i) € i paracada i € .

Algunas consideraciones:
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i Qué es el axioma de eleccién?

Dada cualquier familia de conjuntos /, existe una funcién de
eleccién para /, es decir, existe una funcién f : | — J;c; i de modo
que f(i) € i paracada i € .

Algunas consideraciones:
e El axioma nos habla de la existencia de la funcién de eleccion,
pero NO de una funcién de eleccién explicita.
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i Qué es el axioma de eleccién?

Dada cualquier familia de conjuntos /, existe una funcién de
eleccién para /, es decir, existe una funcién f : | — J;c; i de modo
que f(i) € i paracada i € .

Algunas consideraciones:
e El axioma nos habla de la existencia de la funcién de eleccién,
pero NO de una funcién de eleccién explicita.
e Bajo ciertas condiciones extras (p.e. si los elementos de /
estan bien ordenados), podemos construir explicitamente la
funcion de eleccién.
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i Qué es el axioma de eleccién?

Dada cualquier familia de conjuntos /, existe una funcién de
eleccién para /, es decir, existe una funcién f : | — J;c; i de modo
que f(i) € i paracada i € .

Algunas consideraciones:
e El axioma nos habla de la existencia de la funcién de eleccién,
pero NO de una funcién de eleccién explicita.
e Bajo ciertas condiciones extras (p.e. si los elementos de /
estan bien ordenados), podemos construir explicitamente la
funcion de eleccién.

e Si la familia / es finita, no necesitamos este axioma.
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i Qué es el axioma de eleccién?

. Como surge el axioma de eleccion?
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i Qué es el axioma de eleccién?

. Como surge el axioma de eleccion?

Georg Cantor (1845 - 1918)
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i Qué es el axioma de eleccién?

. Como surge el axioma de eleccion?

Georg Cantor (1845 - 1918)

Siempre es posible transformar
cualquier conjunto bien defini-
do en un conjunto bien orde-
nado. Mas adelante diré mas
sobre esta ley del pensamien-
to, que me parece fundamen-
tal y de gran trascendencia, y
que destaca especialmente por

su universalidad.
George Cantor (1883)
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i Qué es el axioma de eleccién?

. Como surge el axioma de eleccion?

Georg Cantor (1845 - 1918) David Hilbert (1862 - 1943)
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i Qué es el axioma de eleccién?

. Como surge el axioma de eleccion?

David Hilbert (1862 - 1943)

MATHEMATICAL PROBLEMS.*

LECTURE DELIVERED BEFORE THE INTERNATIONAL CON-
GRESS OF MATHEMATICIANS AT PARIS IN 1900.

BY PROFESSOR DAVID HILBERT.

‘WHo of us would not be glad to lift the veil behind
which the future lies hidden; to cast a glance at the next
advances of our science and at the secrets of its development
during future centuries? What particular goals will there
be toward which the leading mathematical spirits of coming
generations will strive? What new methods and new facts
in the wide and rich field of mathematical thought will the
new centuries disclose ?

History teaches the continuity of the development of
science. ~ We know that every age has its own problems,
which the following age either solves or casts aside as profit-
less and replaces by new ones. If we would obtain an idea
of the probable development of mathematical knowledge in
the immediate future, we must let the unsettled questions
pass before our minds and look over the problems which
the science of to-day sets and whose solution we expect
from the future. To such a review of problems the present
day, lying at the meeting of the centuries, seems to me
well adapted. For the close of a great epoch not only
invites us to look back into the past but also directs our
thoughts to the unknown future.

*Translated for the BULLETIN, with the author’s permission, by Dr.
MARY WINsTON NEWSON. The original appeared in the Gottinger Nach-
richten, 1900, pp. 253-297, and in the Arehiv der Mathematik und Physik,
Bdser vol. 1 (1601), pp. 44-03 and 21-557.
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i Qué es el axioma de eleccién?

. Como surge el axioma de eleccion?

David Hilbert (1862 - 1943)

1. CanTor’s PROBLEM OF THE CARDINAL NUMBER OF
THE CONTINUUM.

Two systems, i. ¢ , two assemblages of ordinary real num-
bers or points, are said to be (according to Cantor) equiva-
lent or of equal cardinal number, if they can be brought into
a relation to one another such that to every number of
the one assemblage corresponds one and only one defi-
nite number of the other. The investigations of Cantor
on such assemblages of points suggest a very plausible
theorem, which nevertheless, in spite of the most strenu-
ous efforts, no one has succeeded in proving. This is the
theorem :

Every system of infinitely many real numbers, i. e., every
assemblage of numbers (or points), is either equivalent to
the assemblage of natural integers, 1, 2, 3,... or to the assem-
blage of all real numbers and therefore to the continuum,
that is, to the points of a line ; as regards equivalence there
are, therefore, only two assemblages of numbers, the countable as-
semblage and the continuum.
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i Qué es el axioma de eleccién?

. Como surge el axioma de eleccion?

David Hilbert (1862 - 1943)

Let me mention another very remarkable statement of
Cantor’s which stands in the closest connection with the
theorem mentioned and which, perhaps, offers the key to
its proof. Any system of real numbersis said to be ordered,
if for every two numbers of the system it is determined which
one is the earlier and which the later, and if at the same time
this determination is of such a kind that, if ais before b and
b is before ¢, then a always comes before ¢. The natural
arrangement of numbers of a system is defined to be that
in which the smaller precedes the larger. But there are,
as is easily seen, infinitely many other ways in which the
numbers of a system may be arranged.

The question now arises whether the totality of all num-
bers may not be arranged in another manner so that every
partial assemblage may have a first element, 4. e., whether
the continuum cannot be considered as a well ordered
assemblage—a question which Cantor thinks must be an-
swered in the affirmative. It appears to me most desirable
to obtain a direct proof of this remarkable statement of
Cantor’s, perhaps by actually giving an arrangement of
numbers such that in every partial system a first number
can be pointed out.
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i Qué es el axioma de eleccién?

. Como surge el axioma de eleccion?

Ernst Zermelo (1871 - 1953) David Hilbert (1862 - 1943)
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i Qué es el axioma de eleccién?

. Como surge el axioma de eleccion?

Ernst Zermelo (1871 - 1953)

Proof that every set can be well-ordered
ERNST ZERMELO
(1904)

The present pmf rests upon the assumption that coverings  actualy do exis,

hence upon the pr
set one of its eloments, or, expressed formally,
of scts, each containing at least one element,
itself differs from zero. This logical principle cannot, to be sure, be reduced to a still
simpler one, but it is applied without hesitation everywhere in mathematical deduc-
tion. For example, the validity of the proposition that the number of parts into
which a set decomposes is less than or equal to the number of all of its elements
cannot be proved except by associating with each of the parts in question one of its
elements.

Esteban Martinez Vané

El axioma de elecc



i Qué es el axioma de eleccién?

. Como surge el axioma de eleccion?

Ernst Zermelo (1871 - 1953)

A new proof of the possibility of a well-ordering
ERNST ZERMELO
(1908)

Although I still fully uphold my “Proof that every set can he well-ordered”,
‘published in 1904, in the face of the various objections that will be thoroughly dis-
cussed in §2, the now proof that I give below of the same theorem may yet be of
interest, since, on the one hand, it presupposes no specific theorems of set theory and,
on the other, it brings out, more clearly than the first proof did, the purely formal
character of the well-ordering, which has nothing at all to do with spatiotemporal

arrangement.
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i Qué es el axioma de eleccién?

. Como surge el axioma de eleccion?

Ernst Zermelo (1871 - 1953)

~

s in the foundations of set theory I
ERNST ZERMELO
(1908a)

Now in the present paper I intend to show how the entire theory created by Cantor
and Dedekind can be reduced to a few definitions and seven principles, or axioms,
which appear to be mutually independent. The further, more philosophical, question
about the origin of these principles and the extent to which they are valid will not
be discussed here. T have not yet even been able to prove rigorously that my axioms
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i Qué es el axioma de eleccién?

En términos modernos (aunque las pruebas de Zermelo son bastante
accesibles) podemos demostrar el teorema de Zermelo utilizando las
siguientes herramientas de la teoria de conjuntos:

Esteban Martinez Vané

El axioma de eleccién



i Qué es el axioma de eleccién?

En términos modernos (aunque las pruebas de Zermelo son bastante
accesibles) podemos demostrar el teorema de Zermelo utilizando las
siguientes herramientas de la teoria de conjuntos:

Teorema: Teorema de Hartogs (ZF)

Dado un conjunto A, existe un conjunto h(A), que se denomina
nidmero de Hartogs de A, que es el menor ordinal tal que no existe
una aplicacién inyectiva f : h(A) — A.
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i Qué es el axioma de eleccién?

En términos modernos (aunque las pruebas de Zermelo son bastante
accesibles) podemos demostrar el teorema de Zermelo utilizando las
siguientes herramientas de la teoria de conjuntos:

Teorema: Teorema de Hartogs (ZF)

Dado un conjunto A, existe un conjunto h(A), que se denomina
nidmero de Hartogs de A, que es el menor ordinal tal que no existe
una aplicacién inyectiva f : h(A) — A.

Teorema: Teorema de recursion transfinita (ZF)

Si G es una funcién de V en V (la clase de todos los conjuntos),
entonces existe una funcién F : Q — V (con Q la clase de todos
los ordinales) tal que

F(a) = G(Fla).
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Concretamente, demostraremos que en ZF son equivalentes:

(i) El axioma de eleccién.

(ii) El principio del buen orden.

Comencemos viendo que el axioma de eleccién implica el principio del buen orden.

Dado un conjunto A debemos ver que es posible dotarlo de un buen orden y, como todo
ordinal esta bien ordenado, bastara con construir una funciéon biyectiva f : A — A siendo
A un ordinal.

La idea seré considerar cierto a que no esté en A' y “definir” la funcién f como:

algin elemento de A si A # O

F0) =
a si A=0
algin elemento de A\ {f(0)} si A\{f(0)} #@
fQ) =
a si. AN{f(0)} =2
algin elemento de A\ ran (f|,) si A\ran(fl|,) # @
fle) =

a si. A\ran(f|,) =2

Para formalizar esto necesitamos, por un lado, poder definir de forma recursiva la funciéon
f, lo que obtendremos por el teorema de recursiéon transfinita, y por otro “elegir” elementos
de subconjuntos de A, lo que obtendremos por el axioma de eleccion.

Sin mas, el axioma de eleccién nos garantiza la existencia de una funcién de eleccién para
el conjunto de partes de A y podemos entonces definir la funciéon entre clases G : V — V

cOmo:
g(A\ran(z)) si z esuna funcion y A\ ran(z) # @
G(z) =

a si se da otro caso

El teorema de recursiéon nos asegura entonces la existencia de una funcién entre clases
F:Q — V tal que F(a) = G(F|,) para cada ordinal «, luego tenemos:

» Si A\ ran(F|,) # @, entonces
Fa) = G(Fla) = g (A\ran (Fla)) € A\ ran (Fla). (1)
» Si A\ ran(F|,) = &, entonces

F(a) = G(F|.) = a. 2)

IEsto siempre es posible, pues sabemos que en ZF no existe el conjunto de todos los conjuntos.






Ademads, observemos que existe un ordinal v < h(A) tal que F(v) = a.

Si no fuera asi entonces dados o« < < h(A) tenemos que F(f) # a, luego por (2)
A\ran (F|z) # @ y por (1) F(B) € A\ran (F|z), con lo que en particular F'(5) ¢ ran (F|p)
y es pues F(f) # F(a). Considerando entonces la funcién F|ya) : h(A) — A, lo visto
prueba que es inyectiva y esto contradice el teorema de Hartogs.

El buen orden de los ordinales nos permite entonces considerar el menor ordinal A tal
que F(\) = a y definir f = F|,. Un argumento andlogo al anterior muestra que f es una
funcién inyectiva de A\ en A y resta unicamente ver que también es sobreyectiva. De no
ser asi, es decir, si ran (F|,) # A, entonces A \ ran (F|\) # @ y obtenemos por (1) que

a=F(A) € A\ran (F|y)

lo que claramente es contradictorio, pues hemos tomado a ¢ A.

Demostremos ahora el reciproco, es decir, que el principio del buen orden implica el
axioma de eleccion.

Dado un conjunto A tal que @ ¢ A basta definir el conjunto

B:Ua

acA

y considerar en él un buen orden, pues esto nos permite definir g : A — B como

g(a) = min(a)

que es claramente una funcién de elecciéon en A.
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i Qué es el axioma de eleccién?

i Podria llevarnos el axioma de eleccién a una contradiccién?

Kurt Gadel (1906 - 1978)

Teorema: Godel, 1938

Si ZF es consistente, entonces lo es ZFC.
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i Qué es el axioma de eleccién?

i Podria llevarnos el axioma de eleccién a una contradiccién?
Godel introdujo una jerarquia de conjuntos:

Lo= @
Lat1 = Def(Ly)
Ly= Ua<A Lo
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i Qué es el axioma de eleccién?

i Podria llevarnos el axioma de eleccién a una contradiccién?
Godel introdujo una jerarquia de conjuntos:

Lo= @
Lat1 = Def(Ly)
Ly= Ua<)\ Lo

A la clase

L= La

aed

la llamo el universo constructible y demostré que es un modelo de
ZF mas el axioma que afirma que todo conjunto es constructible,
teoria en la cual se puede demostrar el axioma de eleccion.
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i Qué es el axioma de eleccién?

Moraleja: El axioma de eleccién, por si mismo, no introduce
conjuntos “raros” de los que no tenemos ninguna descripcidn
concreta, pues si Unicamente tratamos con conjuntos
constructibles es un teorema. Para que introduzca conjuntos
“raros”, debemos estar ya tratando con conjuntos “raros”.
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i Qué es el axioma de eleccién?

Pero, jpodria ser redundante? jPodria ser un teorema de ZF?
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i Qué es el axioma de eleccién?

Pero, jpodria ser redundante? jPodria ser un teorema de ZF?

Paul Cohen (1934 - 2007)

Teorema: Cohen, 1963

Si ZF es consistente, entonces lo es ZF—C.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de eleccién

Son equivalentes:

(1) El axioma de eleccién.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de eleccién

Son equivalentes:

(1) El axioma de eleccién.
(11) El lema de Zorn.

Todo conjunto ordenado en el cual toda cadena tiene cota superior
contiene un elemento maximal.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de eleccién

Son equivalentes:

(1) El axioma de eleccién.
(11) El lema de Zorn.
(1) El principio del buen orden.

Todo conjunto admite un buen orden.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de eleccién

Son equivalentes:

(1) El axioma de eleccién.
(11) El lema de Zorn.
(1) El principio del buen orden.

Todo conjunto admite un buen orden.

El Axioma de Eleccion es claramente cierto, el Principio del Buen
Orden es claramente falso; jy quién puede decir nada sobre el lema
de Zorn?

Jerry L. Bona

Esteban Martinez Vané

El axioma de eleccién



Afirmaciones equivalentes al axioma de eleccién

Son equivalentes:

(1
(11

(11

) El axioma de eleccién.

) El lema de Zorn.

) El principio del buen orden.
(1v) Principio maximal de Hausdorff.

En cualquier conjunto ordenado cada cadena puede extenderse a
una cadena maximal.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de eleccién

Son equivalentes:

(1
(11

(11

) El axioma de eleccién.

) El lema de Zorn.

) El principio del buen orden.
(1v) Principio maximal de Hausdorff.
(v) Ley de tricotomia para cardinales.

Dados dos conjuntos, o bien son equipotentes, o bien existe una
injeccién de uno al otro o viceversa.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de eleccién

Son equivalentes:

(1
(11

) El axioma de eleccién.

)
(1) El principio del buen orden.

)

)

El lema de Zorn.
(1v) Principio maximal de Hausdorff.
(v) Ley de tricotomia para cardinales.
(vi) Teorema de Tarski.

Dados cualquier conjunto infinito A, existe una bijeccién entre Ay
AXx A.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de eleccién

Son equivalentes:

(1
(11

) El axioma de eleccién.

)
(1) El principio del buen orden.

)

)

El lema de Zorn.

(1v) Principio maximal de Hausdorff.

(v) Ley de tricotomia para cardinales.
(vi) Teorema de Tarski.

Dados cualquier conjunto infinito A, existe una bijeccién entre Ay
A x A.

Al intentar Tarski publicar su resultado en la Academia de las Cien-
cias de Paris Fréchet y Lebesgue lo rechazaron. Fréchet escribié
que una equivalencia entre dos resultados bien conocidos no es un
resultado nuevo. Lebesgue escribié que una equivalencia entre dos
proposiciones falsas no tiene interés ninguno.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de eleccién

Son equivalentes:

(1) El axioma de eleccién.

(11) El lema de Zorn.
(1) El principio del buen orden.
(1v) Principio maximal de Hausdorff.
(v) Ley de tricotomia para cardinales.
(vi) Teorema de Tarski.
(vir) Toda funcién sobreyectiva tiene inversa por la derecha.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de eleccién

Son equivalentes:

El axioma de eleccién.
El lema de Zorn.
El principio del buen orden.

Principio maximal de Hausdorff.

Teorema de Tarski.

)

)

)

)

(v) Ley de tricotomia para cardinales.

)

) Toda funcién sobreyectiva tiene inversa por la derecha.
)

Todo espacio vectorial tiene una base.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de eleccién

Son equivalentes:

El axioma de eleccién.
El lema de Zorn.
El principio del buen orden.

Principio maximal de Hausdorff.

)
)
)
)
(v) Ley de tricotomia para cardinales.
) Teorema de Tarski

) Toda funcién sobreyectiva tiene inversa por la derecha.

) Todo espacio vectorial tiene una base.

)

Todo conjunto admite estructura de grupo (grupo abeliano,
anillo, anillo conmutativo, dominio de integridad con unidad).
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Afirmaciones equivalentes al axioma de eleccién

Son equivalentes:

(X) Teorema de Krull.

En todo anillo unitario, cualquier ideal puede extenderse a un ideal
maximal.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de eleccién

Son equivalentes:

(X) Teorema de Krull.

(x1) La bola dual de un espacio normado real tiene un punto
extremo.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de eleccién
Son equivalentes:

(X) Teorema de Krull.

(x1) La bola dual de un espacio normado real tiene un punto
extremo.

(x11) El teorema de Hahn-Banach junto al teorema de
Krein-Milman para subconjuntos quasicompactos convexos.

Un subconjunto K de un espacio vectorial topolégico es quasicom-

pacto si cualquier familia de cerrados convexos con la propiedad de
interseccién finita tiene interseccién no vacia.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de eleccién
Son equivalentes:

(X) Teorema de Krull.

(x1) La bola dual de un espacio normado real tiene un punto
extremo.

(x11) El teorema de Hahn-Banach junto al teorema de
Krein-Milman para subconjuntos quasicompactos convexos.

(x111) El producto cartesiano de espacios conexos es conexo.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de eleccién

Son equivalentes:

(X) Teorema de Krull.

(x1) La bola dual de un espacio normado real tiene un punto
extremo.

(x11) El teorema de Hahn-Banach junto al teorema de
Krein-Milman para subconjuntos quasicompactos convexos.

(x111) El producto cartesiano de espacios conexos es conexo.
(x1v) Teorema de Tychonoff.

El producto cartesiano de espacios compactos es compacto.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de eleccién

Son equivalentes:

(X) Teorema de Krull.

(x1) La bola dual de un espacio normado real tiene un punto
extremo.

(x11) El teorema de Hahn-Banach junto al teorema de
Krein-Milman para subconjuntos quasicompactos convexos.

(x111) El producto cartesiano de espacios conexos es conexo.
(x1v) Teorema de Tychonoff.

(xv) En la topologia producto, la clausura del producto cartesiano
de una familia de subconjuntos es igual al producto de las
clausuras.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de eleccién

Son equivalentes:

(X) Teorema de Krull.
(x1) La bola dual de un espacio normado real tiene un punto
extremo.
(x11) El teorema de Hahn-Banach junto al teorema de
Krein-Milman para subconjuntos quasicompactos convexos.
(x111) El producto cartesiano de espacios conexos es conexo.
(x1v) Teorema de Tychonoff.

(xv) En la topologia producto, la clausura del producto cartesiano
de una familia de subconjuntos es igual al producto de las
clausuras.

(xv1) Teorema de Lowenheim—Skolem.

Si una teoria axiomatica tiene un modelo de cardinal x, entonces
tiene un modelo de cardinal i para cada Ng < p < k.
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Afirmaciones equivalentes al axioma de eleccién

Son equivalentes:

(X) Teorema de Krull.

(x1) La bola dual de un espacio normado real tiene un punto
extremo.

(x11) El teorema de Hahn-Banach junto al teorema de
Krein-Milman para subconjuntos quasicompactos convexos.

(x111) El producto cartesiano de espacios conexos es conexo.
(x1v) Teorema de Tychonoff.

(xv) En la topologia producto, la clausura del producto cartesiano
de una familia de subconjuntos es igual al producto de las
clausuras.

(xv1) Teorema de Lowenheim—Skolem.

(xvi1) Todo grafo conexo tiene un arbol generador.
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Formas débiles del axioma de eleccidn

e HCG: Hipétesis del continuo generalizada.

Dados k y i cardinales infinitos, si kK < p < 2%, entonces k = .

Esteban Martinez Vané

El axioma de eleccién



Formas débiles del axioma de eleccidn

e HCG: Hipétesis del continuo generalizada.

e AE: Axioma de eleccién.
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Formas débiles del axioma de eleccidn

e HCG: Hipétesis del continuo generalizada.
o AE: Axioma de eleccién.
e ED: Axioma de elecciones dependientes.

Para cualquier relacién entera R sobre un conjunto X (es decir, tal
que para cada x € X existe un y € Y de modo que xRy) existe una
sucesion {x,}nen tal que x,Rxp41 para cada n € N.
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Formas débiles del axioma de eleccidn

e HCG: Hipétesis del continuo generalizada.
o AE: Axioma de eleccién.

e ED: Axioma de elecciones dependientes.

e TU: Teorema de los ultrafiltros.

Todo filtro sobre un conjunto se extiende a un ultrafiltro.
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Formas débiles del axioma de eleccidn

e HCG: Hipétesis del continuo generalizada.

o AE: Axioma de eleccién.

e ED: Axioma de elecciones dependientes.

e TU: Teorema de los ultrafiltros.

e TN: Teorema de Tychonoff para productos numerables.

Todo producto numerable de espacios compactos es compacto.
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Formas débiles del axioma de eleccidn

HCG: Hipétesis del continuo generalizada.

o AE: Axioma de eleccién.

e ED: Axioma de elecciones dependientes.

e TU: Teorema de los ultrafiltros.

e TN: Teorema de Tychonoff para productos numerables.
e TDU: Teorema débil de los ultrafiltros.

Todo conjunto infinito tiene un ultrafiltro libre.
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Formas débiles del axioma de eleccidn

HCG: Hipétesis del continuo generalizada.

AE: Axioma de eleccién.

ED: Axioma de elecciones dependientes.

TU: Teorema de los ultrafiltros.

TN: Teorema de Tychonoff para productos numerables.
TDU: Teorema débil de los ultrafiltros.

AE(Fin): Axioma de eleccién para familias de conjuntos finitos.

Todo familia de conjuntos finitos (no vacios) tiene una funcién de
eleccién.
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HCG: Hipétesis del continuo generalizada.

AE: Axioma de eleccién.

ED: Axioma de elecciones dependientes.

TU: Teorema de los ultrafiltros.

TN: Teorema de Tychonoff para productos numerables.
TDU: Teorema débil de los ultrafiltros.

AE(Fin): Axioma de eleccién para familias de conjuntos finitos.

AEN: Axioma de eleccién numerable.

Todo familia numerable de conjuntos (no vacios) tiene una funcién
de eleccién.

Esteban Martinez Vané

El axioma de eleccién



Formas débiles del axioma de eleccidn

HCG: Hipétesis del continuo generalizada.

AE: Axioma de eleccién.

ED: Axioma de elecciones dependientes.

TU: Teorema de los ultrafiltros.

TN: Teorema de Tychonoff para productos numerables.
TDU: Teorema débil de los ultrafiltros.

AE(Fin): Axioma de eleccién para familias de conjuntos finitos.
AEN: Axioma de eleccion numerable.

HB: Teorema de Hahn-Banach

Todo funcional lineal y acotado en un subespacio normado puede
extenderse a un funcional en todo el espacio y con la misma norma.
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Formas débiles del axioma de eleccidn

e HCG: Hipétesis del continuo generalizada.

o AE: Axioma de eleccién.

e ED: Axioma de elecciones dependientes.

e TU: Teorema de los ultrafiltros.

e TN: Teorema de Tychonoff para productos numerables.

e TDU: Teorema débil de los ultrafiltros.

e AE(Fin): Axioma de eleccién para familias de conjuntos finitos.
e AEN: Axioma de elecciéon numerable.

e HB: Teorema de Hahn-Banach

e TDU(N): Teorema débil de los ultrafiltros en N.

Existe un ultrafiltro libre en N.
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Formas débiles del axioma de eleccidn

e HCG: Hipétesis del continuo generalizada.

o AE: Axioma de eleccién.

e ED: Axioma de elecciones dependientes.

e TU: Teorema de los ultrafiltros.

e TN: Teorema de Tychonoff para productos numerables.

e TDU: Teorema débil de los ultrafiltros.

e AE(Fin): Axioma de eleccién para familias de conjuntos finitos.
e AEN: Axioma de elecciéon numerable.

e HB: Teorema de Hahn-Banach

e TDU(N): Teorema débil de los ultrafiltros en N.

e AE(n): Axioma de eleccién para familias de conjuntos con n
elementos.

Todo familia formada por conjuntos con n elementos tiene una fun-
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Formas débiles del axioma de eleccidn

e TUN: Teorema de la unién numerable.

La unién numerable de conjuntos numerables es numerable.
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Formas débiles del axioma de eleccidn

e TUN: Teorema de la unién numerable.
e FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.

Un conjunto es infinito si no es equipotente a ninglin numero natural.
Un conjunto es Dedekind-infinito si es equipotente a un subconjunto
propio o, equivalentemente, si tiene un subconjunto numerable.
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Formas débiles del axioma de eleccidn

e TUN: Teorema de la unién numerable.
e FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.
e AEN(R): Axioma de elecciéon numerable en R.

Todo familia numerable de conjuntos (no vacios) de R tiene una
funcién de eleccién.
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Formas débiles del axioma de eleccidn

e TUN: Teorema de la unién numerable.
e FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.
e AEN(R): Axioma de elecciéon numerable en R.
e PBT: Paradoja de Banach-Tarski.
Existe una particiéon {Ay,--- ,A,, B1,--- , By} de la bola unidad B

en R3 vy ciertas isometrias fi,--- , fy, 81, -+ ,gn tales que:
n
B = fi(A)
i=1
n
B = U g,(B,)
i=1
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Formas débiles del axioma de eleccidn

e TUN: Teorema de la unién numerable.

FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.

AEN(R): Axioma de eleccién numerable en R.
PBT: Paradoja de Banach-Tarski.

TDU(?): Existe un conjunto que tiene un ultrafiltro libre.
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Formas débiles del axioma de eleccidn

e TUN: Teorema de la unién numerable.

FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.

AEN(R): Axioma de eleccién numerable en R.

PBT: Paradoja de Banach-Tarski.

TDU(?): Existe un conjunto que tiene un ultrafiltro libre.
TUN(R): Teorema de la unién numerable en R.

La unién numerable de subconjuntos numerables de R es numerable.
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Formas débiles del axioma de eleccidn

e TUN: Teorema de la unién numerable.

e FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.

e AEN(R): Axioma de elecciéon numerable en R.

e PBT: Paradoja de Banach-Tarski.

e TDU(?): Existe un conjunto que tiene un ultrafiltro libre.

e TUN(R): Teorema de la unién numerable en R.

e AEN(Fin): Ax. de eleccién numerable para conjuntos finitos.

Todo familia numerable de conjuntos finitos (no vacios) tiene una
funcién de eleccién.
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Formas débiles del axioma de eleccidn

e TUN: Teorema de la unién numerable.

e FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.

e AEN(R): Axioma de elecciéon numerable en R.

e PBT: Paradoja de Banach-Tarski.

e TDU(?): Existe un conjunto que tiene un ultrafiltro libre.

e TUN(R): Teorema de la unién numerable en R.

e AEN(Fin): Ax. de eleccién numerable para conjuntos finitos.
e FIN(R): Todo conjunto infinito de R es Dedekind-infinito.
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Formas débiles del axioma de eleccidn

e TUN: Teorema de la unién numerable.

e FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.

e AEN(R): Axioma de elecciéon numerable en R.

e PBT: Paradoja de Banach-Tarski.

e TDU(?): Existe un conjunto que tiene un ultrafiltro libre.

e TUN(R): Teorema de la unién numerable en R.

e AEN(Fin): Ax. de eleccién numerable para conjuntos finitos.
e FIN(R): Todo conjunto infinito de R es Dedekind-infinito.

e NML: Existen conjuntos no medibles-Lebesgue.
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Formas débiles del axioma de eleccidn

e TUN: Teorema de la unién numerable.

e FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.

e AEN(R): Axioma de elecciéon numerable en R.

e PBT: Paradoja de Banach-Tarski.

e TDU(?): Existe un conjunto que tiene un ultrafiltro libre.

e TUN(R): Teorema de la unién numerable en R.

e AEN(Fin): Ax. de eleccién numerable para conjuntos finitos.
e FIN(R): Todo conjunto infinito de R es Dedekind-infinito.

e NML: Existen conjuntos no medibles-Lebesgue.

e TUN(Fin): La unién num. de conjuntos finitos es numerable.
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Formas débiles del axioma de eleccidn

e TUN: Teorema de la unién numerable.

e FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.

e AEN(R): Axioma de elecciéon numerable en R.

e PBT: Paradoja de Banach-Tarski.

e TDU(?): Existe un conjunto que tiene un ultrafiltro libre.

e TUN(R): Teorema de la unién numerable en R.

e AEN(Fin): Ax. de eleccién numerable para conjuntos finitos.
e FIN(R): Todo conjunto infinito de R es Dedekind-infinito.

e NML: Existen conjuntos no medibles-Lebesgue.

e TUN(Fin): La unién num. de conjuntos finitos es numerable.

e AEN(n): Ax. de eleccién num. para conjuntos con n elementos.
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Formas débiles del axioma de eleccidn

e TUN: Teorema de la unién numerable.

e FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.

e AEN(R): Axioma de elecciéon numerable en R.

e PBT: Paradoja de Banach-Tarski.

e TDU(?): Existe un conjunto que tiene un ultrafiltro libre.

e TUN(R): Teorema de la unién numerable en R.

e AEN(Fin): Ax. de eleccién numerable para conjuntos finitos.
e FIN(R): Todo conjunto infinito de R es Dedekind-infinito.

e NML: Existen conjuntos no medibles-Lebesgue.

e TUN(Fin): La unién num. de conjuntos finitos es numerable.
e AEN(n): Ax. de eleccién num. para conjuntos con n elementos.

e TUN(2): La unién num. de cjtos. con dos elementos es num.
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Formas débiles del axioma de eleccidn

e TUN: Teorema de la unién numerable.

e FIN: Todo conjunto infinito es Dedekind-infinito.

e AEN(R): Axioma de elecciéon numerable en R.

e PBT: Paradoja de Banach-Tarski.

e TDU(?): Existe un conjunto que tiene un ultrafiltro libre.

e TUN(R): Teorema de la unién numerable en R.

e AEN(Fin): Ax. de eleccién numerable para conjuntos finitos.
e FIN(R): Todo conjunto infinito de R es Dedekind-infinito.

e NML: Existen conjuntos no medibles-Lebesgue.

e TUN(Fin): La unién num. de conjuntos finitos es numerable.
e AEN(n): Ax. de eleccién num. para conjuntos con n elementos.
e TUN(2): La unién num. de cjtos. con dos elementos es num.

e AEN(2): Ax. de eleccién num. para conjuntos con 2 elementos.
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Finitud

En ZF puede ocurrir que:

Esteban Martinez Vané

El axioma de eleccién



Finitud

En ZF puede ocurrir que:

e La unién Dedekind-finita de conjuntos Dedekind-finitos es
Dedekind-infinita.
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Finitud

En ZF puede ocurrir que:

e La unién Dedekind-finita de conjuntos Dedekind-finitos es
Dedekind-infinita.

e El conjunto de partes de un conjunto Dedekind-finito sea
Dedekind-infinito.
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Finitud

En ZF puede ocurrir que:

e La unién Dedekind-finita de conjuntos Dedekind-finitos es
Dedekind-infinita.

e El conjunto de partes de un conjunto Dedekind-finito sea
Dedekind-infinito.

e La imagen de un conjunto Dedekind-finito sea
Dedekind-infinita.
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Finitud

En ZF puede ocurrir que:

e La unién Dedekind-finita de conjuntos Dedekind-finitos es
Dedekind-infinita.

e El conjunto de partes de un conjunto Dedekind-finito sea
Dedekind-infinito.

e La imagen de un conjunto Dedekind-finito sea
Dedekind-infinita.

Sin embargo, si se tiene que en ZF se cumplen:
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Finitud

En ZF puede ocurrir que:

e La unién Dedekind-finita de conjuntos Dedekind-finitos es
Dedekind-infinita.

e El conjunto de partes de un conjunto Dedekind-finito sea
Dedekind-infinito.

e La imagen de un conjunto Dedekind-finito sea
Dedekind-infinita.

Sin embargo, si se tiene que en ZF se cumplen:

e La unién finita de conjuntos finitos es finita.
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Finitud

En ZF puede ocurrir que:

e La unién Dedekind-finita de conjuntos Dedekind-finitos es
Dedekind-infinita.

e El conjunto de partes de un conjunto Dedekind-finito sea
Dedekind-infinito.

e La imagen de un conjunto Dedekind-finito sea
Dedekind-infinita.

Sin embargo, si se tiene que en ZF se cumplen:
e La unién finita de conjuntos finitos es finita.

e El conjunto de partes de un conjunto finito es finito.

Esteban Martinez Vané

El axioma de eleccién



Finitud

En ZF puede ocurrir que:

e La unién Dedekind-finita de conjuntos Dedekind-finitos es
Dedekind-infinita.

e El conjunto de partes de un conjunto Dedekind-finito sea
Dedekind-infinito.

e La imagen de un conjunto Dedekind-finito sea
Dedekind-infinita.

Sin embargo, si se tiene que en ZF se cumplen:
e La unién finita de conjuntos finitos es finita.
e El conjunto de partes de un conjunto finito es finito.

e La imagen de un conjunto finito es finita.
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Finitud

El culpable es el axioma FIN, pues si bien es cierto en ZF que todo
conjunto finito es Dedekind-finito, tenemos que son equivalentes
en ZF:
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Finitud

El culpable es el axioma FIN, pues si bien es cierto en ZF que todo
conjunto finito es Dedekind-finito, tenemos que son equivalentes
en ZF:

e La unién Dedekind-finita de conjuntos Dedekind-finitos es
Dedekind-finita.
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Finitud
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Finitud

El culpable es el axioma FIN, pues si bien es cierto en ZF que todo
conjunto finito es Dedekind-finito, tenemos que son equivalentes
en ZF:

e La unién Dedekind-finita de conjuntos Dedekind-finitos es
Dedekind-finita.

e El conjunto de partes de un conjunto Dedekind-finito es
Dedekind-finito.

e La imagen de un conjunto Dedekind-finito es Dedekind-finita.
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Finitud

El culpable es el axioma FIN, pues si bien es cierto en ZF que todo
conjunto finito es Dedekind-finito, tenemos que son equivalentes
en ZF:

e La unién Dedekind-finita de conjuntos Dedekind-finitos es
Dedekind-finita.

e El conjunto de partes de un conjunto Dedekind-finito es
Dedekind-finito.

e La imagen de un conjunto Dedekind-finito es Dedekind-finita.

e Todo conjunto Dedekind-finito es finito.
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Orden

En ZF existe un subconjunto no vacio X de R tal que:
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Orden

En ZF existe un subconjunto no vacio X de R tal que:

e X no contiene ninguna sucesidon decreciente, pero no esta bien
ordenado.
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Orden

En ZF existe un subconjunto no vacio X de R tal que:

e X no contiene ninguna sucesidon decreciente, pero no esta bien
ordenado.

e X es infinito, pero no contiene ninguna sucesién estrictamente
creciente, ni estrictamente decreciente.
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Orden

En ZF existe un subconjunto no vacio X de R tal que:

e X no contiene ninguna sucesidon decreciente, pero no esta bien
ordenado.

e X es infinito, pero no contiene ninguna sucesién estrictamente
creciente, ni estrictamente decreciente.

e X no tiene maximo, pero no contiene ninguna sucesién
estrictamente creciente.
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Orden

En ZF existe un subconjunto no vacio X de R tal que:

e X no contiene ninguna sucesidon decreciente, pero no esta bien
ordenado.

e X es infinito, pero no contiene ninguna sucesién estrictamente
creciente, ni estrictamente decreciente.

e X no tiene maximo, pero no contiene ninguna sucesién
estrictamente creciente.

En efecto, basta tomar X como un subconjunto infinito y Dedekind-
finito.
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Si X es un conjunto infinito y Dedekind-finito no tiene ningtin subconjunto numerable,
luego no puede contener sucesiones infinitas y, en particular, sucesiones estrictamente
mondétonas. Ademas, X no esta bien ordenado, pues si asi fuera podriamos definir de
forma recursiva la sucesién infinita!

zo =min(X)

Tpy1 =min (X \ {z,, :m <n}).

Finalmente, si X tuviera maximo, entonces debe existir un conjunto finito I’ tal que
Y = X\ F sea infinito y sin maximo, pues de no ser asi, es decir, si cada subconjunto de
X de la forma X \ F con F finito es finito o tiene méximo, entonces podriamos definir en
X la sucesién infinita

zo =max(X)
Tpr1 =max (X \ {z, :m < n}).
Este conjunto Y es el buscado, pues es infinito, no tiene maximo y claramente es Dedekind-

finito (por ser un subconjunto de X), luego por lo visto tampoco contiene sucesiones
estrictamente monodtonas y no esta bien ordenado.

1Observemos que X \ {z, : m < n} nunca es vacio al ser X infinito.
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En ZF existen:
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Algebra

En ZF existen:

e Espacios vectoriales sin base.
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Algebra

En ZF existen:
e Espacios vectoriales sin base.

e Espacios vectoriales con dos bases de distinto cardinal.
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Algebra

En ZF existen:
e Espacios vectoriales sin base.
e Espacios vectoriales con dos bases de distinto cardinal.

e Un espacio vectorial con un subespacio no complementado.
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Algebra

En ZF existen:
e Espacios vectoriales sin base.
e Espacios vectoriales con dos bases de distinto cardinal.
e Un espacio vectorial con un subespacio no complementado.

e Un espacio vectorial puede tener nicamente subespacios
propios de dimensién finita, pero no ser finito-dimensional.
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Algebra

En ZF existen:
e Espacios vectoriales sin base.
e Espacios vectoriales con dos bases de distinto cardinal.
e Un espacio vectorial con un subespacio no complementado.

e Un espacio vectorial puede tener nicamente subespacios
propios de dimensién finita, pero no ser finito-dimensional.

De hecho, en ZF son equivalentes:
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Algebra

En ZF existen:
e Espacios vectoriales sin base.
e Espacios vectoriales con dos bases de distinto cardinal.
e Un espacio vectorial con un subespacio no complementado.

e Un espacio vectorial puede tener nicamente subespacios
propios de dimensién finita, pero no ser finito-dimensional.

De hecho, en ZF son equivalentes:

e Todo espacio vectorial tiene base.
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e Espacios vectoriales sin base.
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e Un espacio vectorial con un subespacio no complementado.

e Un espacio vectorial puede tener nicamente subespacios
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De hecho, en ZF son equivalentes:
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e Todo subespacio de un espacio vectorial estd complementado.
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Algebra

En ZF existen:
e Espacios vectoriales sin base.
e Espacios vectoriales con dos bases de distinto cardinal.
e Un espacio vectorial con un subespacio no complementado.

e Un espacio vectorial puede tener nicamente subespacios
propios de dimensién finita, pero no ser finito-dimensional.

De hecho, en ZF son equivalentes:
e Todo espacio vectorial tiene base.
e Todo subespacio de un espacio vectorial estd complementado.

e El axioma de eleccién.
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Antes de ver los “desastres”, observemos que en ZF si se cumplen:
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Analisis

Antes de ver los “desastres”, observemos que en ZF si se cumplen:

R y todos sus subespacios son metrizables.

R y todos sus subespacios tienen bases numerables.

e R es separable.

Un subespacio de R es conexo si, y solo si, es un intervalo.

Un subespacio de R es compacto si, y solo si, es cerrado y
acotado.

Todo conjunto infinito y acotado de R tiene un punto de acu-
mulacién en R.
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Analisis

Antes de ver los “desastres”, observemos que en ZF si se cumplen:

R y todos sus subespacios son metrizables.

R y todos sus subespacios tienen bases numerables.
e R es separable.
e Un subespacio de R es conexo si, y solo si, es un intervalo.

e Un subespacio de R es compacto si, y solo si, es cerrado y
acotado.

e Todo conjunto infinito y acotado de R tiene un punto de acu-
mulacién en R.

e Una funcién f : R — R es continua si, y solo si, es secuen-
cialmente continua.

Esteban Martinez Vané

El axioma de eleccién



Demostraremos que es un teorema de ZF la siguiente equivalencia'
Una funcion f : R — R es continua si, y solo si, es secuencialmente continua.

Que toda funcién continua es secuencialmente continua se demuestra en ZF exactamente
igual que en ZFC (basta tener en cuenta las definiciones de continuidad y de convergencia
de sucesiones), por lo que nos centraremos en el reciproco.

Antes de dar una demostracién en ZF, recordemos la demostracién clasica en ZFC
(més concretamente en ZF + AEN(R)).

Por reduccion al absurdo supongamos que f es secuencialmente continua, pero no conti-
nua. Entonces existe algin punto x € R y un € > 0 tal que para cada ¢ > 0 existe un
y € R tal que

lz—yl <oy |f(z) = fly) >e.

En particular, para cada n € N con n > 1 tenemos que el conjunto

1
Av={yeR:la—yl < -AI@ - )] 2 ¢} # 2
y por el axioma de eleccion numerable en R tenemos que existe una funciéon de eleccion

g:{A,:n>1} — |J A,

n>1

Definiendo la sucesién z, = g(A,) € A, es claro que {z,}°°, converge a x, pero que
{f(z,)}22, no converge a f(x) contradiciendo el hecho de que f es secuencialmente con-
tinua.

Pasemos ahora a la demostracion en ZF de que toda funcién f : R — R secuencial-
mente continua es continua.

Para ello necesitaremos el siguiente lema cuya demostracion veremos al final:

Lema. Sea f: R — R una funcion secuencialmente continua. Entonces, dado v € R se
cumple que flouzy es continua en x.

Sea pues = € R fijo y veamos que f es continua en x.

Fijado ¢ > 0 por el Lema sabemos que f|gu{.} es continua en z y, por tanto, que existe
un 0 > 0 tal que

vy (yeQnle—yl<d=1f@) - f)] < 3). 0

Veamos que para cualquier z € R tal que |z — z| < 0 se cumple que |f(x) — f(2)] < ¢, lo
que junto a la arbitrariedad de € prueba que, en efecto, f es continua en x.

Fijado pues z € R tal que |z — 2| < 4, por el Lema sabemos que f|gu¢.} es continua en z,
luego existe un v > 0 tal que

vy (y € QAL =9l <7 = 1£2) - fw)l < 5). 2

'Recordemos que una funcién f : R — R es secuencialmente continua en un punto z si para
cualquier sucesién {z, }nen convergente a x se tiene que la sucesién { f(z,)}nen converge a f(z). Se dice
que f es secuencialmente continua si lo es en cada punto z € R.





Con todo, como Q es denso en R existe un y € Q tal que
2=yl < minf{y,6 + (= — 2),6 — (= — )},

luego en particular también cumple que |z —y| < d y por (1) y (2) obtenemos que

F@) = FEN < 1f@) = F)l + 1)~ FR)] < 5+ 5 ==

Finalmente, demostremos el lema que faltaba por probar.

Supongamos por reduccion al absurdo que existe un = € R tal que la funcion f|quiay no es
continua en x. Tenemos entonces que existe un € > 0 tal que para cada n € N el conjunto

Av={eeQil—d < —= Alf@) - f@)] 22} £ 2.

Considerando entonces una enumeracién de los racionales {¢, }nen, podemos definir una
funcion h : N — N como

h(n) =min{k € N: ¢, € A,,}

y a partir de ella la sucesién x,, = qy(,). Es claro entonces que z,, € A, para cada n € N,
luego dicha sucesién converge a z, pero claramente la sucesion {f(z,)}nen no converge a
f(z) y esto contradice el hecho de que f sea secuencialmente continua.
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Antes de ver los “desastres”, observemos que en ZF si se cumplen:

R y todos sus subespacios son metrizables.

R y todos sus subespacios tienen bases numerables.
e R es separable.
e Un subespacio de R es conexo si, y solo si, es un intervalo.

e Un subespacio de R es compacto si, y solo si, es cerrado y
acotado.

e Todo conjunto infinito y acotado de R tiene un punto de acu-
mulacién en R.

e Una funcién f : R — R es continua si, y solo si, es secuen-
cialmente continua.

e Una funcién f : [0,1] — R es continua si, y solo si, es unifor-
memente continua.
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Analisis

Sin embargo, en ZF puede ocurrir:

e R no es Fréchet-Urysohn.

Existe un subconjunto A C Ry un punto a € A de modo que no
existe ninguna sucesién contenida en A que converja al punto a.
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Analisis

Sin embargo, en ZF puede ocurrir:

e R no es Fréchet-Urysohn.
e R no es secuencial.

Existe un subconjunto A C R tal que para cualquier sucesién
{an}neny C A convergente a cierto x € R se cumple que x € A,
pero de modo que A no es cerrado.

Esteban Martinez Vané

El axioma de eleccién



Analisis

Sin embargo, en ZF puede ocurrir:

e R no es Fréchet-Urysohn.
e R no es secuencial.
e R no es Lindelof.

Un espacio topolégico X es Lindeldf si todo cubrimiento abierto de
X tiene un subcubrimiento numerable.
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Sin embargo, en ZF puede ocurrir:
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e R no es secuencial.
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Existen subespacios de R no separables.
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Analisis

Sin embargo, en ZF puede ocurrir:

R no es Fréchet-Urysohn.
e R no es secuencial.

R no es Lindelof.

e Existen subespacios de R no separables.

e Existen subespacios completos y no cerrados.

e Existen subespacios secuencialmente compactos y no compac-
tos.

e Existen funciones f : R — R secuencialmente continuas en
un punto x, pero no continuas en x.

e Existen funciones f : X C R — R secuencialmente continuas,
pero no continuas.
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Analisis

Basta considerar el axioma AEN(R) para solucionar todos estos
“desastres” y, de hecho, en ZF son equivalentes:
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e R es Fréchet-Urysohn.
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Analisis

Basta considerar el axioma AEN(R) para solucionar todos estos
“desastres” y, de hecho, en ZF son equivalentes:

o AEN(R)
e R es Fréchet-Urysohn.
e R es Lindelof.

e Todo subespacios de R es separable.

Una funcién f : R — R es continua en un punto x si, y solo
si, es secuencialmente continua en x.
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Analisis

Basta considerar el axioma AEN(R) para solucionar todos estos
“desastres” y, de hecho, en ZF son equivalentes:

o AEN(R)

e R es Fréchet-Urysohn.

e R es Lindeldf.

e Todo subespacios de R es separable.

e Una funcién f : R — R es continua en un punto x si, y solo
si, es secuencialmente continua en x.

e Para cualquier subconjunto X C R, una funcién f : X — R
es continua si, y solo si, es secuencialmente continua.
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Analisis

Es resto de puntos son equivalentes en ZF al axioma AEN(cR), el
axioma de eleccién numerable para familias de subespacios
completos (no vacios) de R. Es decir, son equivalentes:
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Es resto de puntos son equivalentes en ZF al axioma AEN(cR), el
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Analisis

Es resto de puntos son equivalentes en ZF al axioma AEN(cR), el
axioma de eleccién numerable para familias de subespacios
completos (no vacios) de R. Es decir, son equivalentes:

e AEN(cR)
e R es secuencial.

e Todos subespacio completo de R es cerrado.
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Analisis

Es resto de puntos son equivalentes en ZF al axioma AEN(cR), el
axioma de eleccién numerable para familias de subespacios
completos (no vacios) de R. Es decir, son equivalentes:

AEN(cR)

R es secuencial.

Todos subespacio completo de R es cerrado.

Todo subespacio secuencialmente compacto de R es
compacto.
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Analisis

Es resto de puntos son equivalentes en ZF al axioma AEN(cR), el
axioma de eleccién numerable para familias de subespacios
completos (no vacios) de R. Es decir, son equivalentes:

e AEN(cR)

e R es secuencial.

Todos subespacio completo de R es cerrado.

Todo subespacio secuencialmente compacto de R es
compacto.

AE(cR).
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Analisis

Otros “desastres” importantes son:
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Analisis

Otros “desastres” importantes son:

e El axioma de eleccién es equivalente al teorema de
Krein-Milman junto al teorema de Alaoglu-Bourbaki.
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Analisis
Otros “desastres” importantes son:

e El axioma de eleccién es equivalente al teorema de
Krein-Milman junto al teorema de Alaoglu-Bourbaki.

e El teorema de Hahn-Banach no es un teorema de ZF, asi
como tampoco lo son ninguno de los teoremas basicos del
anélisis funcional:

Teorema de la aplicacién abierta H Teorema de la gréfica cerrada ‘ AEN ‘

|

Teorema de Banach-Steinhaus [«=——
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Otros “desastres” importantes son:

e El axioma de eleccién es equivalente al teorema de
Krein-Milman junto al teorema de Alaoglu-Bourbaki.

e El teorema de Hahn-Banach no es un teorema de ZF, asi
como tampoco lo son ninguno de los teoremas basicos del
anélisis funcional:
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e El teorema de Arzela-Ascoli es equivalente al axioma AEN(R).
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Analisis

Otros “desastres” importantes son:
e El axioma de eleccién es equivalente al teorema de
Krein-Milman junto al teorema de Alaoglu-Bourbaki.
e El teorema de Hahn-Banach no es un teorema de ZF, asi
como tampoco lo son ninguno de los teoremas basicos del
anélisis funcional:

Teorema de la aplicacién abierta f«———| Teorema de la grafica cerrada ‘ AEN ‘

Teorema de Banach-Steinhaus [«=——

e El teorema de Arzela-Ascoli es equivalente al axioma AEN(R).
e El axioma de elecciones dependientes (ED) es equivalente al
teorema de categorias de Baire.
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Topologia

En ZF se cumplen:
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En ZF se cumplen:
e El axioma de eleccién es equivalente al teorema de Tychonoff.
e Son equivalentes:
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Topologia

En ZF se cumplen:
e El axioma de eleccién es equivalente al teorema de Tychonoff.
e Son equivalentes:

= El teorema de los ultrafiltros.
= El producto de espacios de Hausdorff compactos es
compacto.
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Topologia

En ZF se cumplen:

e El axioma de eleccién es equivalente al teorema de Tychonoff.
e Son equivalentes:
= El teorema de los ultrafiltros.

= El producto de espacios de Hausdorff compactos es
compacto.

= El cubo de Hilbert ([0, 1]7) es compacto.
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Topologia

En ZF se cumplen:

e El axioma de eleccién es equivalente al teorema de Tychonoff.
e Son equivalentes:
= El teorema de los ultrafiltros.

= El producto de espacios de Hausdorff compactos es
compacto.

= El cubo de Hilbert ([0, 1]7) es compacto.
= El cubo de Cantor ({0,1}”) es compacto.
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Teoria de grafos

En ZFC se puede probar que para todo grafo G y todo natural n
son equivalentes:
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En ZFC se puede probar que para todo grafo G y todo natural n
son equivalentes:
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son equivalentes:
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Teoria de grafos

En ZFC se puede probar que para todo grafo G y todo natural n
son equivalentes:

e G es n-coloreable.
e Todo subgrafo finito de G es n-coloreable.

Sin embargo, en ZF se tiene que son equivalentes:
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Teoria de grafos

En ZFC se puede probar que para todo grafo G y todo natural n
son equivalentes:

e G es n-coloreable.
e Todo subgrafo finito de G es n-coloreable.
Sin embargo, en ZF se tiene que son equivalentes:

e Si todo subgrafo finito de un grafo G es 2-coloreable,
entonces lo es G.
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Teoria de grafos

En ZFC se puede probar que para todo grafo G y todo natural n
son equivalentes:

e G es n-coloreable.
e Todo subgrafo finito de G es n-coloreable.
Sin embargo, en ZF se tiene que son equivalentes:

e Si todo subgrafo finito de un grafo G es 2-coloreable,
entonces lo es G.

e AEN(2).
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Teoria de grafos

En ZFC se puede probar que para todo grafo G y todo natural n
son equivalentes:

e G es n-coloreable.
e Todo subgrafo finito de G es n-coloreable.
Sin embargo, en ZF se tiene que son equivalentes:

e Si todo subgrafo finito de un grafo G es 2-coloreable,
entonces lo es G.

e AEN(2).
Podemos salvar el caso para n = 2 en ZF exigiendo ademas que G

sea conexo, pero para n = 3 no hay esperanza, pues son
equivalentes:
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Teoria de grafos

En ZFC se puede probar que para todo grafo G y todo natural n
son equivalentes:

e G es n-coloreable.
e Todo subgrafo finito de G es n-coloreable.
Sin embargo, en ZF se tiene que son equivalentes:

e Si todo subgrafo finito de un grafo G es 2-coloreable,
entonces lo es G.

e AEN(2).
Podemos salvar el caso para n = 2 en ZF exigiendo ademas que G

sea conexo, pero para n = 3 no hay esperanza, pues son
equivalentes:

e Si todo subgrafo finito de un grafo G es 3-coloreable,
entonces lo es G.
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Teoria de grafos

En ZFC se puede probar que para todo grafo G y todo natural n
son equivalentes:

e G es n-coloreable.
e Todo subgrafo finito de G es n-coloreable.
Sin embargo, en ZF se tiene que son equivalentes:

e Si todo subgrafo finito de un grafo G es 2-coloreable,
entonces lo es G.

e AEN(2).
Podemos salvar el caso para n = 2 en ZF exigiendo ademas que G

sea conexo, pero para n = 3 no hay esperanza, pues son
equivalentes:

e Si todo subgrafo finito de un grafo G es 3-coloreable,
entonces lo es G.

e El teorema de los ultrafiltros.
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Analisis

Decimos que una funcién f : R — R satisface la ecuaciéon de
Cauchy si
fix+y)=Ff(x)+f(y), V¥x,y € R.
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Analisis
Decimos que una funcién f : R — R satisface la ecuaciéon de
Cauchy si
fix+y)=Ff(x)+f(y), V¥x,y € R.
Es facil ver que si f satisface la ecuaciéon de Cauchy y es continua,
entonces f es una funcién lineal.
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Veamos que si f es una solucion continua de la ecuacién de Cauchy, entonces es lineal, es
decir, f(z) =z f(1) para cada = € R.

En primer lugar, observemos que
f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0),
luego
f(0) = 0. (1)
Ademas, es claro que para cualquier x € R
fQ@2z) = f(z +2) = f(z) + f(z) = 2/ (x)
y de forma inductiva es inmediato ver que
Vr € RVn € N f(nz) =nf(x). (2)
Maés atin, observemos que dado = € R se tiene por (1) que
f(@) + f(=x) = flx + (=2)) = f(0) =0,
luego
Ve € R f(-z) = —f() (3)
y juntando (2) y (3) obtenemos que
Ve € RVn € Z f(nx) = nf(z). (4)

Maés atun, dado z € Ry n € Z\ {0} se tiene por (4) que

=1 (1) =1 ()

con lo que obtenemos que

VxERVnEZ\{O}f(i> :;f(x). (5)
Juntando (4) y (5) concluimos que
Vz € RVq € Q f(qz) = qf (z), (6)

es decir, que f es Q-lineal.

Finalmente, si f es continua y es € R, podemos tomar una sucesion {g, }nen C Q que
converja a x y tenemos por (6) y el hecho de que toda funcién continua es secuencialmente
continua (incluso en ZF) que

f() =1m f(gn) =1im f(gn - 1) =lim g, f(1) =z f(1).
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Cauchy si
fix+y)=Ff(x)+f(y), V¥x,y € R.
Es facil ver que si f satisface la ecuaciéon de Cauchy y es continua,
entonces f es una funcién lineal.

i Existen soluciones no continuas?
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Veamos que si f es una solucion continua de la ecuacién de Cauchy, entonces es lineal, es
decir, f(z) =z f(1) para cada = € R.

En primer lugar, observemos que
f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0),
luego
f(0) = 0. (1)
Ademas, es claro que para cualquier x € R
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Ve € RVn € Z f(nx) = nf(z). (4)
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Analisis

Decimos que una funcién f : R — R satisface la ecuaciéon de
Cauchy si

fix+y)=Ff(x)+f(y), V¥x,y € R.
Es facil ver que si f satisface la ecuaciéon de Cauchy y es continua,
entonces f es una funcién lineal.

i Existen soluciones no continuas?

Una solucién no continua de la ecuacién de Cauchy se dice que es
una solucién fea.

Usando el axioma de eleccion podemos construirlas, jpero es real-
mente este axioma el culpable?
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Veamos que si f es una solucion continua de la ecuacién de Cauchy, entonces es lineal, es
decir, f(z) =z f(1) para cada = € R.

En primer lugar, observemos que
f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0),
luego
f(0) = 0. (1)
Ademas, es claro que para cualquier x € R
fQ@2z) = f(z +2) = f(z) + f(z) = 2/ (x)
y de forma inductiva es inmediato ver que
Vr € RVn € N f(nz) =nf(x). (2)
Maés atin, observemos que dado = € R se tiene por (1) que
f(@) + f(=x) = flx + (=2)) = f(0) =0,
luego
Ve € R f(-z) = —f() (3)
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Maés atun, dado z € Ry n € Z\ {0} se tiene por (4) que
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con lo que obtenemos que

VxERVnEZ\{O}f(i> :;f(x). (5)
Juntando (4) y (5) concluimos que
Vz € RVq € Q f(qz) = qf (z), (6)

es decir, que f es Q-lineal.

Finalmente, si f es continua y es € R, podemos tomar una sucesion {g, }nen C Q que
converja a x y tenemos por (6) y el hecho de que toda funcién continua es secuencialmente
continua (incluso en ZF) que

f() =1m f(gn) =1im f(gn - 1) =lim g, f(1) =z f(1).






Bajo el axioma de eleccion sabemos que R tendra una base B como (Q-espacio vectorial.
Fijando § € B definimos la tnica aplicaciéon Q-lineal f : R — R que cumple que
f(B) =1y f(b) =0 para cada b € B\ {#}. Por la Q-linealidad es claro que f es aditiva,
luego que cumple la ecuaciéon de Cauchy, pero veamos que f no es continua.

Para ello, observemos en primer lugar que la imagen de f esta contenida en Q, pues dado
x € R podemos expresarlo como

T = Z qib;
i=1

para ciertos ¢; € Q y b; € B, luego por ser f Q-lineal tenemos que

n

flx) =3 af(b)€Q
i=1
al ser f(b;) € {0,1}.
Asi, si f fuera continua, por ser solucion de la ecuacion de Cauchy tendriamos que es lineal,

pero entonces tomando & vuestro niimero irracional favorito tendriamos que f(£3) € Q,
pero

f(&8) =&f(B) = ¢






Analisis

Decimos que una funcién f : R — R satisface la ecuaciéon de
Cauchy si

fix+y)=Ff(x)+f(y), V¥x,y € R.
Es facil ver que si f satisface la ecuaciéon de Cauchy y es continua,
entonces f es una funcién lineal.

i Existen soluciones no continuas?

Una solucién no continua de la ecuacién de Cauchy se dice que es
una solucién fea.

Usando el axioma de eleccion podemos construirlas, jpero es real-
mente este axioma el culpable?

Teorema

En ZF una funcién fea es no medible, luego la existencia de funcio-
nes feas implica la existencia de conjuntos no medibles-Lebsegue.
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Veamos que si f es una solucion continua de la ecuacién de Cauchy, entonces es lineal, es
decir, f(z) =z f(1) para cada = € R.

En primer lugar, observemos que
f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0),
luego
f(0) = 0. (1)
Ademas, es claro que para cualquier x € R
fQ@2z) = f(z +2) = f(z) + f(z) = 2/ (x)
y de forma inductiva es inmediato ver que
Vr € RVn € N f(nz) =nf(x). (2)
Maés atin, observemos que dado = € R se tiene por (1) que
f(@) + f(=x) = flx + (=2)) = f(0) =0,
luego
Ve € R f(-z) = —f() (3)
y juntando (2) y (3) obtenemos que
Ve € RVn € Z f(nx) = nf(z). (4)

Maés atun, dado z € Ry n € Z\ {0} se tiene por (4) que

=1 (1) =1 ()

con lo que obtenemos que

VxERVnEZ\{O}f(i> :;f(x). (5)
Juntando (4) y (5) concluimos que
Vz € RVq € Q f(qz) = qf (z), (6)

es decir, que f es Q-lineal.

Finalmente, si f es continua y es € R, podemos tomar una sucesion {g, }nen C Q que
converja a x y tenemos por (6) y el hecho de que toda funcién continua es secuencialmente
continua (incluso en ZF) que

f() =1m f(gn) =1im f(gn - 1) =lim g, f(1) =z f(1).
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pero
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‘ Existen funciones feas

‘ Existen conjuntos no medibles-Lebesgue
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Geometria

Existen algunos resultados geométricos en ZFC que aunque no
sean “molestos” para la intuicién, resultan muy curiosos:
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Existen algunos resultados geométricos en ZFC que aunque no
sean “molestos” para la intuicién, resultan muy curiosos:
e En ZFC existe un subconjunto de R? que corta cada recta del
plano en exactamente dos puntos.
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Existen algunos resultados geométricos en ZFC que aunque no
sean “molestos” para la intuicién, resultan muy curiosos:
e En ZFC existe un subconjunto de R? que corta cada recta del
plano en exactamente dos puntos.
e En ZFC existe una particién de R3 formada por circulos de

radio 1 (en este caso tal vez no sea necesario el axioma de
eleccién [Fat25], [Fat24]).
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Geometria

Existen algunos resultados geométricos en ZFC que aunque no
sean “molestos” para la intuicién, resultan muy curiosos:

e En ZFC existe un subconjunto de R? que corta cada recta del
plano en exactamente dos puntos.

e En ZFC existe una particién de R3 formada por circulos de
radio 1 (en este caso tal vez no sea necesario el axioma de
eleccién [Fat25], [Fat24]).

Sin embargo, la cumbre del “odio” al axioma de eleccién se lo lleva
el siguiente teorema:
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Geometria

Existen algunos resultados geométricos en ZFC que aunque no
sean “molestos” para la intuicién, resultan muy curiosos:

e En ZFC existe un subconjunto de R? que corta cada recta del
plano en exactamente dos puntos.

e En ZFC existe una particién de R3 formada por circulos de
radio 1 (en este caso tal vez no sea necesario el axioma de
eleccién [Fat25], [Fat24]).

Sin embargo, la cumbre del “odio” al axioma de eleccién se lo lleva
el siguiente teorema:

Teorema: Paradoja de Banach-Tarski (ZFC)

Dados A, B C R3 acotados con interior no vacio, existen particiones
finitas {A1, -+ ,An} y {B1, -+ ,Bn} de Ay B respectivamente e
isometrias f1,--- , f, tales que f;(A;) = B; paracadai=1,---  n.
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Teoria de juegos

Un juego G es una 4-tupla
G= G(”? (Xla" : 7Xn),(yl7' Tty Yn)vA)

donde:

e n€ Z" es el nimero de jugadas por jugador.
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Teoria de juegos

Un juego G es una 4-tupla
G= G(”? (Xla"' 7Xn),(yl7' Tty Yn)aA)

donde:
e n€ Z" es el nimero de jugadas por jugador.

o (Xq,--+,X,) ((Y1,--+,Yn)) es una n-tupla de conjuntos no
vacios cuyos elementos son los posibles movimientos del
primer (segundo) jugador en cada jugada.
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Teoria de juegos

Un juego G es una 4-tupla

G= G(nv(Xla"' 7Xn),(yl7"' 7Yn)aA)

donde:
e n€ Z" es el nimero de jugadas por jugador.

o (Xq,--+,X,) ((Y1,--+,Yn)) es una n-tupla de conjuntos no
vacios cuyos elementos son los posibles movimientos del
primer (segundo) jugador en cada jugada.

o ACTIL; X;i x Y es el conjunto ganador para el segundo
jugador.
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Teoria de juegos

Un juego G se juega como sigue:

e Los jugadores escogen sucesivamente elementos
X1 € le.yl € Yla" ©,Xn € Xm)/n € Yn

conociendo en cada jugada los resultados anteriores.
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Teoria de juegos

Un juego G se juega como sigue:

e Los jugadores escogen sucesivamente elementos
X1 € le.yl € Yla" ©,Xn € Xm)/n € Yn

conociendo en cada jugada los resultados anteriores.

e La 2n-tupla (x1,y1, -, Xn, ¥n) se llama el resultado del juego
y el segundo jugador gana si ésta pertence a A. En caso
contrario gana el primer jugador.
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Teoria de juegos

Una estrategia para el primer jugador es una n-tupla de funciones
o= (o1, ,0,) con

o [I(X V) — Xi

J<i

Una estrategia o para el primer jugador se dice que es ganadora si

para cualquier n-tupla (y1,---,yn) € [Ii=1 Yi la 2n-tupla
(X1, Y1, , Xn, ¥n) definida como
X1 :O'l(Q)

Xi+1 =0i+1((X1,)/1)7 s ,(x,-,y,-))

no pertenece a A. Es decir, si el primer jugador gana siempre que
utilice la estrategia o sin importar lo que haga el segundo jugador.
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Teoria de juegos

De forma anéaloga se define una estrategia ganadora para el
segundo jugador, y diremos que un juego G estd determinado si
existe una estrategia ganadora para alguno de los jugadores.
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Teoria de juegos

De forma anéaloga se define una estrategia ganadora para el
segundo jugador, y diremos que un juego G estid determinado si
existe una estrategia ganadora para alguno de los jugadores.

Teorema

En ZF, si {X;}7_;,{Y:}"; son familias de conjuntos finitos, enton-
ces el juego

G(nv (Xl’ T aXn)v (Y17 ) Yn)vA)

estad determinado para cualquier A C H7:1 Xi <Y,

Esteban Martinez Vané

El axioma de eleccién



Teoria de juegos

Es facil extender la nocién de juego a juegos infinitos (con infinitas
jugadas), que denotaremos por

G(wv {Xi}iew’ {Yi}iew, A)7

y es inmediato ver que los juegos dados por la definicidén anterior se
identifican con aquellos donde X; = Y; = {0} a partir de cierto
natural ng. Ademas, tendran una estrategia ganadora si, y solo si,
la tienen el correspondiente juego finito. Por esta razén,
llamaremos a este tipo de juegos finitos.
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Teoria de juegos

Es claro entonces que el teorema anterior puede reformularse en
términos de juegos finitos:

Teorema

En ZF, si {Xi}icw,{Yi}icw son familias de conjuntos finitos y el
juego
G(w7 {Xi}iGwa {\/i}iEunA)

es finito, entonces estd determinado para cada A C [, Xi X Y.

iEw
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Teoria de juegos

Los problemas surgen cuando consideramos juegos infinitos o con
infinitas posibilidades por jugada:

Esteban Martinez Vané

El axioma de eleccién



Teoria de juegos

Los problemas surgen cuando consideramos juegos infinitos o con
infinitas posibilidades por jugada:

Teorema

Son equivalentes en ZF:

Esteban Martinez Vané

El axioma de eleccién



Teoria de juegos

Los problemas surgen cuando consideramos juegos infinitos o con
infinitas posibilidades por jugada:

Teorema

Son equivalentes en ZF:

(1) Todo juego finito estd determinado.

Esteban Martinez Vané

El axioma de eleccién



Teoria de juegos

Los problemas surgen cuando consideramos juegos infinitos o con
infinitas posibilidades por jugada:

Teorema

Son equivalentes en ZF:

(1) Todo juego finito estd determinado.

(11) Todo juego de una jugada estd determinado.
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Teoria de juegos

Los problemas surgen cuando consideramos juegos infinitos o con
infinitas posibilidades por jugada:

Teorema

Son equivalentes en ZF:

(1) Todo juego finito estd determinado.
(11) Todo juego de una jugada estd determinado.

(1) El axioma de eleccién.
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Teoria de juegos

Los problemas surgen cuando consideramos juegos infinitos o con
infinitas posibilidades por jugada:

Teorema

Son equivalentes en ZF:

(1) Todo juego finito estd determinado.
(11) Todo juego de una jugada estd determinado.

(1) El axioma de eleccién.

Teorema

En ZFC existe un subconjunto A de ({0,1} x {0,1})" tal que el
juego

G (w,{0,1}", {0,1}", A)

no esta determinado
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Teoria de juegos

i Cémo solventamos estos problemas sobre la determinacién de
juegos?
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Teoria de juegos

i Cémo solventamos estos problemas sobre la determinacién de
juegos?

Definiciéon: Axioma de determinacion (AD)

Todo juego de la forma
G (w, {0, 13", {0, 13", A},
o equivalentemente de la forma
G (w,NN,NN,A) ,

esta determinado.
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Teoria de juegos

No se sabe si ZF + AD es equiconsistente con ZF, pero si se sabe
que:
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Teoria de juegos

No se sabe si ZF + AD es equiconsistente con ZF, pero si se sabe
que:

e 7/F + AD es equiconsistente con ZFC junto a la existencia de
infinitos cardinales de Woodin.
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Teoria de juegos

No se sabe si ZF + AD es equiconsistente con ZF, pero si se sabe
que:

e 7/F + AD es equiconsistente con ZFC junto a la existencia de
infinitos cardinales de Woodin.

e Si ZF + AD es consistente, entonces lo es ZF + AD + ED.
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Teoria de juegos

No se sabe si ZF + AD es equiconsistente con ZF, pero si se sabe
que:

e 7/F + AD es equiconsistente con ZFC junto a la existencia de
infinitos cardinales de Woodin.

e Si ZF + AD es consistente, entonces lo es ZF + AD + ED.

Axioma de determinacién

I I ' ¥ }
‘ HC ‘ ‘ AEN(R) ‘ Todo subconjunto de R No existen

l es medible-Lebesgue ultrafiltros libres en N

La medida de Lebesgue es o-aditiva

No existen funciones feas
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